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RÉSUMÉ — Cet article porte notamment sur le fameux théorème de Ménélaüs et ses applications dans 
les Sphériques de l’Istikmāl du mathématicien saragocien, Ibn Hūd (XIe s.). L’étude est basée essentielle-
ment sur les données du manuscrit « Copenhague Or. 82 » et elle comportera trois parties principales : 1) 
une traduction française des textes manuscrits étudiés ; 2) un commentaire mathématique et historique de 
leur contenu ; 3) une identification des sources d’Ibn Hūd dans le traitement de ce théorème et ses 
applications. Le lecteur y trouvera aussi établis et traduits quelques textes (Ibn ‘Irāq) qui portent sur le 
même thème. 
ABSTRACT — (On the Menelaus’s theorem and its applications in the Spherics of al-Istikmāl of Ibn 
Hūd from Zaragoza). This paper focuses particularly on the famous theorem of Menelaus and its applica-
tions in the Spherics of al-Istikmāl of mathematician from Zaragoza, Ibn Hūd (11th century). The study is 
essentially based on the data of « Copenhagen manuscript Or 82 » and consists of three main parts: 1) A 
French translation of the manuscript studied texts; 2) A mathematical and historical comment of their 
content, 3) An identification of sources of Ibn Hūd in the treatment of this theorem and its applications. 
The reader will also find some established and translated texts (Ibn ‘Irāq) that carry the same theme. 
Introduction 
1. Vers l’élaboration d’un dossier sur les sphériques gréco-arabes 
L’élaboration d’un dossier « satisfaisant » sur le développement des sphériques 
gréco-arabes est évidemment une tâche séduisante pour les chercheurs. Pourtant il 
semble que sa réalisation actuelle soit loin d’être facile. Parmi les difficultés et les fac-
teurs qui entravent une telle réalisation, nous invoquons les suivants : 1) l’obstacle im-
posé par l’ignorance de la langue : la plupart des chercheurs ignorent l’arabe alors que 
la plupart des traités sphériques grecs nous sont parvenus grâce aux manuscrits écrits 
notamment en arabe (traductions et commentaires) ; 2) l’absence d’une collaboration 
efficace entre les chercheurs ; 3) la dispersion des données manuscrites ; 4) la rareté des 
données éditées sur l’histoire des sphériques : les travaux scientifiques publiés par les 
historiens sur les sphériques gréco-arabes sont très rares par comparaison avec ceux qui 
concernent les autres domaines de l’histoire des mathématiques arabes ; 5) dans la plu-
part des cas, les travaux menés en histoire des sphériques gréco-arabes sont d’aspect 
sélectif et individuel. 
R. Rashed et moi-même avons déjà publié en commun un article portant sur les 
Sphériques de l’Istikmāl d’Ibn Hūd [Rashed et Al-Houjairi 2010]. Le présent article 
n’est qu’une continuation de ce dernier et tous deux visent à présenter aux historiens des 
mathématiques, un dossier sur les sphériques à l’époque d’Ibn Hūd. Toutefois, dès le 
début, l’objectivité nous impose de reconnaître que les résultats attendus ne peuvent pas 
être qualifiés de « strictement achevants » et couvrir intégralement le contenu exact des 
sphériques à l’époque du mathématicien saragocien. Le problème auquel nous sommes 
ici confrontés réside dans le fait que tout « achèvement » probable d’un dossier histo-
rique concernant un ouvrage séparé, traitant une certaine discipline mathématique, doit 
dépendre inévitablement de l’élaboration d’un dossier homologue portant sur le 
développement antérieur de la même discipline. Pour ce qui est du cas des Sphériques 
de l’Istikmāl – choisies comme sujet d’étude –, parmi les nombreuses questions qui se 
posent, nous trouvons, par exemple, les suivantes : sans passer par les contributions de 
Théodose (107-43 avant J.-C.), Ménélaüs (actif à la fin du premier siècle après J.-C.), 
Ibn Qurra (mort en 901), Ibn ‘Irāq (mort en 1036) et beaucoup d’autres, comment peut-
on extraire les innovations, identifier les lacunes éventuelles et localiser le développe-
ment conceptuel dans cette œuvre ? L’étude du texte sphérique de l’Istikmāl nous con-
duit nécessairement à l’étude des textes antérieurs. C’était le cas de notre premier article 
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portant sur le commentaire et la généralisation, par Ibn Hūd, de la proposition III. 11 des 
Sphériques théodosiennes. L’investigation et l’analyse nous ont conduits, en particulier, 
aux quatre dernières propositions des Sphériques de Ménélaüs, outre la découverte 
d’une grande variété de résultats géométriques intermédiaires, attribués aux mathémati-
ciens, comme Archimède (mort en 212 av. J.-C), Ibn Qurra, Ibn ‘Irāq et autres. Mais ces 
quatre propositions de Ménélaüs, ainsi que les autres résultats mentionnés, représentent 
eux-mêmes, chacun, des sujets d’étude importants et relativement indépendants. Le 
chercheur en histoire des sphériques gréco-arabes est appelé alors, à bien apprendre à 
manipuler un réseau compliqué d’échanges de savoirs. L’étude effective d’un tel réseau 
par l’historien nécessitera sûrement : 1) une bonne organisation des étapes de recherche 
; 2) une adoption d’une voie d’investigation claire et relativement optimale. 
Actuellement, il nous semble que la meilleure voie susceptible de conduire à 
l’élaboration d’un dossier relativement complet sur les sphériques à l’époque d’Ibn Hūd, 
réside dans le traitement systématique du contenu des Sphériques de l’Istikmāl : défini-
tion par définition et proposition par proposition, par la méthode empirique d’analyse et 
de comparaison avec tous les textes manuscrits similaires disponibles. Il est évident que 
cette méthode est primitive. Mais, elle est aussi certainement univoque et fiable. En 
adoptant cette méthode dans le cas des Sphériques de l’Istikmāl, ces derniers peuvent 
servir d’origine de repérage d’un traitement de l’histoire globale des sphériques dans la 
Tradition Arabe, mais sans privilèges spéciaux. Au cours d’une telle étude basée sur 
« la comparaison des textes », les étapes essentielles d’action sont les suivantes : 1) 
l’identification des changements conceptuels dans les textes ; 2) l’investigation des 
sources et des savoirs transférés ; 3) l’extraction des développements propres à l’auteur 
(innovations propres). De telle manière que l’investigation des sources et la séparation 
stricte entre les deux genres de savoirs s’appliquent à tout « objet sphérique » (concept, 
définition, proposition, démonstration…) découvert grâce à « l’analyse comparative », 
soit dans les Sphériques de l’Istikmāl, soit dans les autres documents de comparaison 
adoptés. 
Notre précédent article a été consacré à une proposition d’Ibn Hūd, qui intègre les 
trois dernières propositions III. 23-25 des Sphériques de Ménélaüs (voir [Ibn ‘Irāq 1998, 
p. 101-103, 105-106 (du texte arabe)] et [Ibn ‘Irāq, MSb, folios : 52v-53r, 55r-55v]) et 
qui introduit une nouvelle démonstration « intrinsèque » (purement sphérique) de la 
généralisation faite par Ibn ‘Irāq (voir [Ibn ‘Irāq 1998, p. 104] et [Ibn ‘Irāq, MSb, 
folios : 54r-54v]) de proposition III. 11 des Sphériques de Théodose [Théodose 1959, 
p. 111-112]. Il faut souligner que la proposition III. 11, sa généralisation par Ibn ‘Irāq, 
ainsi que les propositions III. 22-25 de Ménélaüs, traitent des configurations remar-
quables sur l’étendue sphérique (en particulier, il semble qu’elles expriment des tenta-
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tives d’examiner l’analogue sphérique de la configuration euclidienne de Thalès). 
L’importance conceptuelle évidente de ce contenu nécessite certainement l’achèvement 
de l’étude commencée dans l’article ci-mentionné. D’autre part, les Sphériques de 
l’Istikmāl contiennent deux chapitres couvrant une partie considérable des Sphériques 
de Théodose et de Ménélaüs. En partant de cette double richesse des Sphériques d’Ibn 
Hūd et en se basant sur les résultats établissant la correspondance entre les contenus des 
livres de chacun de ces trois auteurs (voir [Hogendijk 1991] et [Al-Houjairi 2005, p. 18-
19, p. 69-70, p. 352-353]), nous estimons que la tâche de constitution d’un dossier 
« satisfaisant » sur les sphériques à l’époque d’Ibn Hūd (deuxième moitié du onzième 
siècle), nécessiterait la rédaction de quatre études supplémentaires. Ces études seraient 
basées sur des échantillons manuscrits convenablement choisis des textes sphériques 
disponibles (Ibn ‘Irāq, Ibn Hūd, al-Tūsī (1201-1274) et autres). De telle manière que, 
outre les études déjà publiées, le dossier planifié renferme les titres suivants : 1) Les 
propositions III. 22-25 des Sphériques de Ménélaüs dans les commentaires des géo-
mètres de la Tradition Arabe (Ibn ‘Irāq, Ibn Hūd, al-Tūsī…). 2) Les Sphériques de 
Théodose d’après les commentaires d’Ibn Hūd. 3) Les Sphériques de Ménélaüs d’après 
les commentaires d’Ibn Hūd. 4) L’analyse des cas des propositions des Sphériques de 
Théodose et de Ménélaüs qui manquent à la liste de l’Istikmāl (en particulier, la 
proposition III. 5 de Ménélaüs). 
2. Émergence de la trigonométrie et le théorème des sinus 
Les recherches astronomiques et cartographiques durant les IXe et Xe siècles furent 
à l’origine d’un développement remarquable en géométrie sphérique. Les méthodes 
inventées pour résoudre les problèmes métriques des arcs sur la surface sphérique ont 
abouti, à la fin du Xe siècle, à l’émergence d’une nouvelle discipline mathématique in-
dépendante de l’astronomie, de la cartographie et de la géométrie : la trigonométrie, et à 
une réforme importante de la géométrie sphérique. Une fois libérés du théorème de 
Ménélaüs, les géomètres comme al-Khujandī (mort en 1000), al-Būzjānī (940-998) et 
Ibn ‘Irāq ont en effet accumulé des résultats : les formules usuelles de la trigonométrie, 
le triangle polaire, etc. [Debarnot 1985, 2002]. Après ceux-ci, al-Bīrūnī (973-1041) et 
Nasīr al-Dīn al-Tūsī menèrent cette recherche trigonométrique plus loin. En géométrie 
sphérique, Ibn al-Haytham (965-1040) introduisit des méthodes infinitésimales, en assi-
milant les triangles sphériques « suffisamment petits » à des triangles rectilignes
[Rashed 2006]. À côté de ces savants à l’avant-garde de la recherche, d’autres mathé-
maticiens ont continué à étudier l’héritage des anciens : ils ont enrichi le contenu mathé-
matique et amélioré les méthodes. Le mathématicien saragocien, Yūsuf al-Mu’taman 
Ibn Hūd (mort en 1085 [478 H.]) appartient à cette dernière catégorie des mathé-
maticiens. S’appuyant sur ses prédécesseurs, il développe, dans son livre intitulé al-
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Istikmāl (La Complétion ou bien La Perfection), une « théorie classique » – plutôt d’as-
pect pédagogique – des géométries sphériques de Théodose et de Ménélaüs. 
Avant la découverte indépendante du théorème des sinus, à la fin du Xe siècle, par 
trois géomètres de la Tradition Arabe : al-Khujandī, al-Būzjānī et Ibn ‘Irāq1, toute la 
géométrie sphérique reposait en principe sur le théorème III. 1 des Sphériques de Méné-
laüs. Bien que ce dernier ait introduit le concept du triangle (trilatère) sphérique, nous 
remarquons que le théorème mentionné a imposé le quadrilatère sphérique (et non pas le 
triangle) comme « unité » de manipulation géométrique : pour résoudre des problèmes 
sphériques – en l’absence du théorème des sinus –, les géomètres étaient obligés d’in-
troduire, à chaque fois, des constructions géométriques supplémentaires dépendant du 
problème posé et d’appliquer régulièrement le théorème de Ménélaüs. Les carac-
téristiques métriques invariantes du « trilatère sphérique », ainsi que la loi 
fondamentale de « dualité » régissant le rapport existant entre ses éléments géomé-
triques (angles et côtés), sont formulées adéquatement par le théorème découvert des 
sinus. Cette découverte fut évidemment à l’origine des changements substantiels en 
mathématiques. Nous nous contenterons de mentionner deux changements observés en 
géométrie sphérique : 1) le quadrilatère est remplacé, presque partout, par le triangle 
comme « unité corpusculaire » adoptée dans la déduction géométrique sur l’étendue de 
la sphère ; 2) les démonstrations sphériques sont considérablement réduites grâce à l’éli-
mination des constructions géométriques supplémentaires et occasionnelles qui étaient 
autrefois nécessaires pour satisfaire les conditions de validité du théorème de Ménélaüs, 
dans les cas des différents problèmes géométriques abordés. Notons qu’Ibn ‘Irāq a 
nommé le théorème des sinus « la figure qui dispense, al-shakl al-mughnī », visant par 
cette dénomination à mettre l’accent sur la réduction mentionnée dans les démons-
trations sphériques, due à l’application du théorème des sinus à la place de celui de 
Ménélaüs appelé « la figure secteur, al-shakl al qattā’ ». (Voir infra les commentaires 
d’Ibn ‘Irāq des démonstrations de Ménélaüs. [commentaires d’Ibn ‘Irāq 1 ; 2 ; 3]). 
3. Sphériques de l’Istikmāl d’Ibn Hūd 
Le volumineux livre mathématique de l’Istikmāl est donc attribué2 au mathéma-
ticien andalou Abū ‘Amir Yūsuf ibn Hūd Ahmad ibn Hūd, dit al-Mu’taman3. Les don-
nées sûres, à partir desquelles nous pourrions établir la biographie d’Ibn Hūd comme 
mathématicien, sont actuellement insuffisantes. Il est bien connu qu’al-Mu’taman est 
1 À propos de la discussion engagée sur la priorité de découverte du théorème des sinus, voir [Debarnot 1985]. 
2 Voir : al-Akfānī, Irshād al-qāsid ilā asnā al-maqāsid, dans [Witkam 1959, p. 54 du texte arabe], qui cite « l’Istikmāl 
d’al-Mu’taman ibn Hūd ». 
3 Sur la vie et les écrits d’Ibn Hūd, voir , [Hogendijk 1991], [Rashed 1996, p. 976-978], [Djebbar 1997] et 
[Al-Houjairi 2005, p. 1-4, p. 354-356]. 
maire qui nécessite une épreuve. » [Al-Qiftī 1908, p. 319] 
l’époque d’Ibn Irāq (mort en 1036), une quarantaine d’années avant l’apparition de l’Istikmāl. Ce fait serait certaine-
ment bien compris si l’on acceptait que, même à l’époque d’Ibn Hūd, le théorème des sinus représentait aussi un saut 
scientifique très avancé, par comparaison avec le contenu classique hérité de la géométrie sphérique grecque.
6 Sā’id al-Andalusī mentionne ce que ‘Abd al-Raḥmān ibn Sayyid dit : « Quant à Abū ‘Āmir ibn al-Amīr ibn Hūd, 
alors qu’il participe avec ceux-ci (on entend les mathématiciens contemporains de Sā’id al-Andalusī) à la science 
mathématique, il se distingue parmi eux par la science de la logique, par le soin de la science physique et de la méta-
ْلِمالِرياَضِةَوھُوِكتاٌبجاِمٌعَجميٌليَْحتاُجإلىتـَْح
5 Par exemple, dans la partie de géométrie sphérique, Ibn Hūd ne mentionne nulle part le théorème des sinus, établi à 
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décédé en 1085 (478 H.) après avoir gouverné Saragosse pendant quatre ans, de 1081 à 
1085 [Ibn al-Abbār 1963, p. 248]. R. Rashed écrit : « l’attribution de l’Istikmāl à Ibn 
Hūd est de l’ordre de la certitude. Il reste toutefois qu’en l’absence de preuve directe, la 
grande prudence s’impose : aucun manuscrit de l’Istikmāl, ou plutôt de l’une ou de 
l’autre partie de celui-ci, ne porte le nom d’Ibn Hūd. » [Rashed 1996, p. 976]. L’Istikmāl 
est un « manuel encyclopédique » en mathématiques ; la diversité de ses thèmes couvre 
tous les domaines des mathématiques classiques à l’époque d’Ibn Hūd4. Ce livre porte 
sur l’arithmétique, la géométrie euclidienne, la théorie des nombres amiables, la géo-
métrie des sections coniques et la géométrie sphérique. Le contenu de l’Istikmāl est em-
prunté massivement, et parfois littéralement, à Euclide, Théodose de Tripoli, Ménélaüs, 
Apollonius, Ibn Qurra, Ibn al-Haytham, al Nayrīzī et aux autres. Il semble que cette 
« encyclopédie mathématique » ait été écrite à des fins plutôt « pédagogiques » qu’in-
ventives5, elle devait être destinée aux lecteurs instruits en mathématiques sans être eux-
mêmes forcément des mathématiciens créatifs, particulièrement aux philosophes avec 
lesquels, comme Sā’id al-Andalusī nous en a informés, Ibn Hūd avait bien des intérêts 
communs6. 
L’Istikmāl7 contient deux chapitres sur la géométrie sphérique8. Ces chapitres oc-
cupent les folios 76v-90v du manuscrit « Copenhague, Or 82 »9. Au début de la partie du 
4 Al-Qiftī écrit à propos de ce livre : « al-Istikmāl est d’Ibn Hūd en science mathématique, c’est un beau livre som-
"..الاستكماللابِنھودفيِعقيٍق"..
ْلمالرياِضّيُمْنفَِرٌددونَھُمبِِعْل بُن
physique. » [al-Andalusī 1985, p. 181]. 
ِمالمنِطِقوالِعنايَِةبِالِعْلِمالطَبيعّيوالِعْلِمالإلھي"
7 « Pour l’heure, il existe en fait les fragments suivants de l’Istikmāl : 1) Les parties géométriques de loin les plus 
َ "وأّماأبوعامراالأميراَك ھَُوَمعُمشاَرتِِهلـِھَؤلاِءفيالِع بنھود،ف
substantielles, dans le manuscrit Or. 82 de la Bibliothèque Royale de Copenhague et le manuscrit Or. 123-a de Leyde. 
2) Le fragment arithmétique dans le manuscrit du Caire, Dār al-Kutub, Riyāda 40. Une copie de ce manuscrit et de lui 
seul [...] se trouve à Damas, Zāhiriyya 5648. 3) Enfin le court fragment cité par un commentateur dans un manuscrit
de la Bibliothèque Osmaniyye d’Hyderabad [...]. À l’exception de ce dernier fragment où l’Istikmāl est cité, aucun ne 
mentionne ni le titre, ni l’auteur ». Voir [Rashed 1996, p. 976, note 5].
8 Le texte sur la géométrie sphérique de l’Istikmāl est transmis par un seul manuscrit, coté Or. 82 à la Bibliothèque 
Royale de Copenhague. Nous notons que, dans les propositions mathématiques, le copiste a écrit les lettres qui dési-
gnent les points des figures, comme on les prononce – a : alif, b : bā’, etc. –. Nous nous sommes permis d’écrire les 
lettres comme telles et non pas comme on les prononce, par raison d’économie et parce qu’il n’y a aucune confusion 
à craindre. 
9 Par la suite, cette référence sera désignée par « les Sphériques d’Ibn Hūd ». 
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manuscrit10 qui concerne la géométrie sphérique, Ibn Hūd expose son plan de travail 
ultérieur ; il y décrit une classification des objets sphérico-géométriques abordés. Il 
écrit : 
La seconde espèce de la quatrième espèce sur les propriétés des sphères et 
des sections qui y sont engendrées sans que les unes soient rapportées aux 
autres. Elle se partage en deux chapitres : le premier porte sur les propriétés 
des cercles situés dans la sphère sans que les uns soient rapportés aux autres, 
le second sur les propriétés des cercles des sphères, de leurs arcs et de leurs 
cordes rapportés les uns aux autres. [Ibn Hūd, folio 76v] 
ُ "النَْوُعالثانيِمَنالنَْوعالرابعفيَخواصﱢالأَكروالقُطوعالحاِدثَِةفيھاِمْنَغْيرإضافَِةبَْعِضھاإلى ِِِِِِ
بَْعض،َوھَُويَْنقَِسُمإلىفَْصلَْيِن: الفَْصِلالأّوِلفيَخواصﱢالَدوائِِرالواقَِعِةفيالُكَرِة،ِمْنَغْيِرإضافَِة
ُ بَْعِضھاإلىبَْعض،والفَْصِلالثانيفيَخواصﱢَدوائِِرالأَكِروقِِسيﱢھاَوأْوتاِرھابَِحسِبإضافَِةبَْعِضھاإلى
بَْعض."
Nous avons constaté la perte d’une grande partie du premier chapitre11 ; et sa res-
tauration pose un problème sérieux et difficile à résoudre de façon univoque, car toute 
restauration possible suppose l’adoption d’une conjecture probable. Les commentaires 
marginaux du manuscrit, qui auraient pu aider au processus de restauration, sont contra-
dictoires12. Quant au deuxième chapitre, il semble qu’il y ait deux paragraphes perdus 
ainsi qu’une partie du troisième paragraphe. 
Quelques paragraphes du texte manuscrit d’Ibn Hūd renferment plusieurs propo-
sitions. Nous avons estimé qu’il était raisonnable de séparer les propositions men-
tionnées par une numérotation auxiliaire qui n’influe pas sur la numérotation des 
paragraphes initialement adoptée par l’auteur. Les propositions principales (com-
mentaires) sont numérotées à l’aide du symbole (n°). Les propositions intermédiaires de 
ce type citées au cours de l’étude suivante sont traitées en détail dans notre thèse 
doctorale [Al-Houjairi 2005]. À noter que, tout au long de notre étude, les Éléments 
d’Euclide (IIIe siècle av. J.-C.) [Euclide 1993]13 et les Sphériques de Ménélaüs [Ibn ‘Irāq 
1998]14, vont nous servir de références de comparaison. Dans le dernier livre, nous utili-
serons la numérotation adoptée pour le texte manuscrit arabe. 
En apportant la rectification minimale nécessaire dans le commentaire historico-
mathématique qui suit, nous reproduisons, pour les échantillons manuscrits choisis, la 
démarche de l’auteur en utilisant parfois des notations et des conceptions mathéma-
10 Voir la description de ce manuscrit par R. Rashed [Rashed 1996, p. 980-981]. 
11 Nous notons que la perte a déjà été signalée par J. P. Hogendijk. [Hogendijk 1991]. 
12 Voir l’analyse des notes marginales dans [Al-Houjairi 2005, p. 48-51]. 
13 Par la suite, cette référence sera désignée par « les Éléments d’Euclide ». 
14 Ce traité, perdu en grec, nous est parvenu dans une version en arabe due à Ibn ‘Irāq. Par la suite, cette référence  
sera désignée par « les Sphériques de Ménélaüs-Ibn ‘Irāq ». 
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tiques modernes et en y ajoutant des figures géométriques, afin de rendre la mani-
pulation démonstrative accessible. 
Il nous reste à exposer brièvement le résumé de notre précédente étude, afin de 
faciliter la lecture de cet article15. 
Dans la géométrie euclidienne, nous trouvons le résultat suivant : si l’une de deux 
droites concourantes obliques est coupée orthogonalement par des droites, alors le rap-
port des segments de droites découpés sur les droites concourantes est un rapport in-
variant. 
Dans la proposition III. 11 de ses Sphériques, il semble que Théodose tente d’exa-
miner une configuration similaire sur l’étendue de la sphère. Voici l’énoncé de la pro-
position III. 11 de Théodose (Fig. A1) : 
Si le pôle de parallèles est situé sur la circonférence d’un 
cercle le plus grand, que coupent à angles droits deux 
cercles les plus grands, dont l’un est un des parallèles, et 
dont l’autre est oblique sur les parallèles ; et si un autre 
cercle le plus grand, passant par les pôles des parallèles, 
coupe le cercle oblique entre le plus grand des parallèles et 
celui qui touche le cercle oblique, le rapport du diamètre de  
la sphère au diamètre du cercle que touche le cercle oblique 
est plus grand que celui de l’arc du plus grand des parallèles, 
situé entre le cercle le plus grand primitif et le cercle 
consécutif passant par les pôles, à l’arc du cercle oblique  
situé entre ces derniers cercles. [Théodose 1959, p. 111-112] 
Dans cette proposition, à l’aide d’une démarche « extrinsèque » euclidienne, Théo-
dose démontre une certaine inégalité sur le rapport de deux arcs particulièrement choisis 
sur deux quadrants des circonférences de deux grands cercles inclinés, où l’un de ces 
15 Dans les commentaires mathématiques, nous avons eu recours aux abréviations suivantes : arc(AB) (l’arc AB) ; 
arc(C) (la circonférence du cercle (C)) ; diam(C) (le diamètre du cercle (C)) ; sgm(AB) (le segment de droite AB) ; 
crd(AB) (la corde de arc(AB)) ; hem(A) (l’hémisphère de sommet le point A) ; cercle(AB) (un cercle qui passe par les 
points A et B) ; hom(AB) (homologue de arc(AB) ; Sin(AB) (Sinus de arc(AB) ; par définition : 
hom(AB) = crd(2 arc(AB))) et Sin(AB) = ½ crd(2 arc(AB)) = ½ hom(AB) = R sin(AB), où R est le rayon du cercle et 
sin(AB) est le sinus au sens actuel) ; angle(ABC) (l’angle ABC) ; extr(A) (l’angle extérieur au sommet A) ; par drt, 
nous désignons un angle droit ou bien un quadrant d’un cercle. < > Ces crochets isolent dans le texte arabe ce qui est 
ajouté pour combler une lacune dans le manuscrit. Dans la traduction française, ils sont maintenus seulement pour les 
titres ; ils sont introduits pour isoler un ajout au texte arabe, nécessaire à la compréhension du texte français. [ ] Ces 
crochets sont utilisés seulement dans le texte arabe pour indiquer que les mots ou les passages, ainsi isolés, doivent 
être supprimés pour assurer la cohérence du texte. / Ce signe indique la fin du folio d’un manuscrit. 
Fig. A1 
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arcs est le « projeté orthogonal » de l’autre. Il démontre notamment l’inégalité : 
d/d∆ > arc(ΘB)/arc(H∆), où d est le diamètre de la sphère (S) et 
d∆ = diam[cercle(∆ΛM)]. Nous résumons cette proposition de la manière suivante. 
Considérons la configuration représentée sur la Fig. A1 : 
1. le point A est le pôle des cercles parallèles : cercle(∆ΛM), cercle(NHΞ) et 
cercle(BEΓ) (ce dernier cercle est le plus grand des parallèles) ; 
2. cercle(ABΓ) est perpendiculaire aux parallèles ; 
3. cercle(∆EZ) est incliné sur les parallèles, mais il est perpendiculaire à 
cercle(ABΓ) ; 
4. H est un point arbitraire sur l’arc mineur, arc(∆E) (qui est un quadrant d’une 
circonférence de grand cercle) ; 
5. le point Θ est le « projeté orthogonal » sphérique du point H sur l’arc mineur 
arc(EB) (qui est un quadrant d’une circonférence de grand cercle). 
Sous ces conditions nous aurons : 
arc(BΘ)/arc(∆H) < d/d∆. 
La démonstration de Théodose se développe comme suit : HP est sur l’intersection 
des plans des cercles NHΞ et ∆EZ qui sont orthogonaux, chacun, au plan du grand 
cercle ABΓ, donc HP est orthogonal à OP et à PΠ. Le triangle OΠP est rectangle en Π, 
donc OP > ΠP ; soit T un point de OP tel que PT = ΠP, donc les deux triangles rec-
tangles HPT et HPΠ sont égaux, d’où angle(HΠP) = angle(HTP). Le triangle HPO est 
rectangle en P ; nous avons donc OP/PT > angle(PTH)/angle(POH)16. Nous avons 
PT = PΠ et angle(PTH) = angle(ΘOB), 
par suite 
OP/PΠ > angle(ΘOB)/angle(POH). 
Mais puisque 
O∆ / ∆Σ = ∆Z/∆M = PO / PΠ et ∆Z = d, ∆M = d∆, 
nous aurons donc 
d/d∆ > arc(ΘB)/arc(H∆). 
16 Ce passage n’est pas justifié par Théodose. (Voir [Rashed et Al-Houjairi 2010, p. 230-241.]) 
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Un siècle et demi environ plus tard, Ménélaüs reprend le problème, dans la 
proposition III. 22 de ses Sphériques (voir [Ibn ‘Irāq 1998, p. 97-98] et [Ibn ‘Irāq, MSb, 
folios 50v-52r]), mais avec quelques modifications : il considère la situation plus gé-
nérale des deux arcs des deux grands cercles inclinés où l’un de 
ces deux arcs est le « projeté orthogonal » de l’autre ; il dé-
montre l’égalité du rapport des Sinus des arcs au rapport des 
deux surfaces rectangulaires, qui dépendent du diamètre de la 
sphère, des diamètres des cercles qui passent parallèlement au 
plan du cercle de projection par les extrémités de l’arc projeté et 
du diamètre du cercle qui est tangent à l’un des cercles inclinés 
et parallèle à l’autre. L’énoncé de cette proposition s’écrit 
comme suit (Fig. A2) : 
Fig. A2 
Si, sur la surface d’une sphère, deux 
grands cercles sont inclinés l’un sur 
l’autre ; et si l’on marque, sur l’un d’eux, 
deux points non diamétralement opposés, 
d’où l’on mène à l’autre cercle, /[51r] deux 
perpendiculaires ; alors le rapport du Sinus 
de l’arc situé entre les pieds des deux per-
pendiculaires, au Sinus de l’arc situé entre 
les deux points marqués, est comme le rap-
port du rectangle entouré par le diamètre de 
la sphère et le diamètre du cercle qui est 
tangent à l’un des deux cercles et qui est 
parallèle à l’autre, au rectangle entouré par 
les diamètres des deux cercles qui passent 
par les deux points marqués sur l’un des 
deux cercles, et qui sont parallèles à l’autre 
"الَشْكُلالثانيوالعشرون،
إذاكانَتفيبَسيِطُكَرٍةدائِرتاِنِمَنالَدوائِر
الِعظاِموكانَتُكلﱡواحدٍةِمْنھُمامائِلَةًعلى
ُﱢ١ الأْخَرىوتُعلمعلىإْحداھُمانُْقطَتانَغْيُر
٢ُ ُمتَقابِلَتَْيِنعلىالقُْطِروأْخِرَجِمْنھُماإلىالدائَِرِة
الأُْخَرى]/۵١و[َعموداِن،فإّننِْسبَةََجْيِبالقَْوِس
الواقَِعِةفيمابَْيَنَمْسقَطَِيالَعموَدْيِنإلىَجْيِب
القَْوِسالّتيفيمابَْيَنالنُْقطَتَْيِناللّتيِنتُعلمﱢتاَكنِْسبَِة
الَسْطِحالقائِمالزواياالّذييُحيطُبِِهقُْطُرالُكَرِة
َوقُْطُرالدائَِرِةالتيتُماسﱡإْحَدىالدائَِرتَْيِنَوتُوازي
الدائَِرةَالأُْخرى،إلىالَسْطِحالقائِِمالزواياالّذي
يُحيطُبِِهقُطرا
٣الدائَِرتَْيِناللّتَْيِنتَمّراِنبالنُْقطَتَْيِن
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cercle. » (Voir [Ibn ‘Irāq 1998, proposition 
III. 22, p. 97-98] 17 et [Ibn ‘Irāq, MSb, 
اللّتَْيِنتُعلﱢمتاعلىإْحَدىالدائَِرتَْيِنالَعظيَمتَْيِن
" folios 50v-52r].) َوتُواِزياِن
٤الدائَِرةَالأُْخَرىِمْنھُما.
متاقلبتين: .١٢. 
متقابلين؛٣.قطرا:  قطر؛٤.توازاين: 
توازي.
إحداھما:إحديھما؛
Dans cette proposition reprise par Ibn Hūd (voir [Ibn Hūd, folio 89r] et [Rashed et 
Al-Houjairi 2010, p. 223, note 28]), nous considérons (voir la Fig A2), dans une sphère 
(S) de diamètre d et de centre O, un grand cercle (C1) de pôles G et G′ et nous désignons 
par (C2) un autre grand cercle oblique sur (C1) et de pôle F. Nous marquons sur la 
circonférence de (C2), deux points D et E qui ne sont pas diamétralement opposés. Nous 
traçons les demi-circonférences arc(GDG’) et arc(GEG′) qui coupent arc(C1), res-
pectivement, aux points C et H. Nous désignons, par B et B′ les points d’intersection de 
arc(C1) et arc(C2), par A le point d’intersection de cercle(FGG’) avec arc(C2), qui est 
situé sur hem(G) et par dA, dD et dE les diamètres des cercles qui passent, respec-
tivement, par les points A, D et E et qui sont parallèles à (C1). Sous les conditions con-
sidérées, Nous démontrons que 
hom(HC) / hom(DE) = (d dA) / (dD dE). 
S’appuyant sur cette proposition, Ménélaüs établit, dans les propositions III. 23-25 
(voir [Ibn ‘Irāq 1998, p. 101-103, 105-106] et [Ibn ‘Irāq, MSb, folios : 52v-53v, 55r-55r]) 
de ses Sphériques, quelques inégalités relatives aux arcs considérés, mais il commet 
quelques erreurs aussi bien dans l’énoncé de la proposition III. 25, que dans les démons-
trations des propositions III. 24 et III. 25. Ibn ‘Irāq rectifie ces erreurs, rétablit les 
démonstrations de Ménélaüs (voir [Ibn ‘Irāq 1998, p. 103-110] et [Ibn ‘Irāq, MSb, 
folios : 53r-57r]) et généralise la proposition III. 11 de Théodose. (Voir [Ibn ‘Irāq 1998, 
p. 104] et [Ibn ‘Irāq, MSb, folios : 54r-54v].) 
Dans une proposition de l’Istikmāl, Ibn Hūd expose une nouvelle démonstration 
« intrinsèque » de la généralisation faite par Ibn ‘Irāq de la proposition III. 11 de Théo-
dose et reprend les trois propositions III. 23-25 de Ménélaüs. Nous pouvons réécrire 
l’énoncé de cette proposition d’Ibn Hūd de la manière suivante (voir [Ibn Hūd, folio 
89r-90v ] et [Rashed et Al-Houjairi 2010]) : 
17 Voir l’énoncé de cette proposition reprise plus tard par Ibn Hūd. [Ibn Hūd, folio 89r]. 
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Proposition d’Ibn Hūd. (Fig. A3) 
Soient, dans une sphère (S) centrée au point A et de 
diamètre d, deux grands cercles (C2) et (C3) et soit (C1) 
le grand cercle qui passe par les pôles de (C2) et (C3). 
Désignons par ∆ et ∆′ les points d’intersection de 
arc(C1) et arc(C3), par Σ et Σ′ les points d’intersection 
de arc(C1) et arc(C2), par B et B′ les points d’in-
tersection de arc(C2) et arc(C3) et par E et E′ les pôles 
de (C2). Pour fixer les idées, supposons que le point ∆
soit sur l’arc mineur, arc(EΣ), et considérons, sur le 
quadrant arc(B∆), deux points G et D (G est entre B et 
D). Traçons les demi-circonférences arc(EGE′) et 
arc(EDE′) qui coupent le quadrant arc(BΣ), respec-
tivement, aux points H et C. 
Ultérieurement, pour un point M de arc(B∆), nous désignerons par dM le diamètre 
du cercle passant par le point M parallèlement à (C2) et par M (M souligné) le point 
d’intersection de arc(EME′) avec arc(BΣ). 
Ibn Hūd démontre alors les assertions suivantes : 
a) arc(HC) / arc(GD) < d / dD, 
b) arc(HC) / arc(GD) > d∆ / dG, 
c) arc(HC) > arc(GD) ⇒ arc(HC) / arc(GD) > d d∆ / dD dG, 
d) arc(HC) < arc(GD) ⇒ arc(HC) / arc(GD) < d d∆ / dD dG, 
e) D ≡ ∆ 18 ⇒ arc(HC) / arc(GD) > d / dG, 
f) soit P un point de arc(B∆) ; posons P = Q ; 
si hom(EP) / d = hom(E ∆) / hom(EP), alors P vérifie les propriétés suivantes : 
f1) si le point G appartient à l’arc ouvert arc(BP) et si H = G, 
arc(HQ) < arc(GP), 
f2) si le point U appartient à l’arc ouvert arc(P∆) et si O = U, 
arc(OQ) > arc(UP). 
18 Dans ce cas C ≡ Σ. 
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I. THÉORÈME DE MÉNÉLAÜS ET SES CONSÉQUENCES 
DANS L’ISTIKMĀL 
Par la suite, nous exposons les commentaires, la traduction française et les textes 
manuscrits établis des propositions de l’Istikmāl qui correspondent aux six propo-
sitions : III. 1-4, III. 6-7 des Sphériques de Ménélaüs. 
I.1. La proposition III. 5 de Ménélaüs manque à la liste d’Ibn Hūd 
Notons tout d’abord que la proposition III. 5 de Ménélaüs manque à la liste d’Ibn 
Hūd. 
Il faut remarquer que c’est précisément ici (dans la démonstration de cette 
proposition attribuée à Ménélaüs), nous rencontrons - pour la première fois dans l’his-
toire connue - l’introduction d’une égalité des rapports de la forme 
Si A A Si A A    Si B B Si B B
.: = :
SinA A SinA A SinB B SinB B
1 4 2 4 1 4 2 4
Cette égalité introduite et utilisée, sans justification par Ménélaüs, exprime, en fait, 
la propriété d’invariance du rapport anharmonique de quatre circonférences de grands 
cercles, issues d’un point commun M et qui coupent les circonférences de deux autres 
grands cercles B1B2B3 et A1A2A3. (Voir la Fig. A4). 
La proposition III. 5 était le thème d’une polémique 
intensive durant longtemps dans la Tradition Géométrique 
Arabe. Elle a été abordée par plusieurs géomètres : 
al-Māhānī (mort entre 874 et 880), al-Harawī (930?-990?), 
Ibn ‘Irāq, Naṣīr al-Dīn al-Ṭūsī, etc. Ibn ‘Irāq lui-même avait 
traité cette proposition à deux reprises et dans deux travaux 
séparés. (Voir [Ibn ‘Irāq, MSa, folios 75v-78r] et [Ibn ‘Irāq, 
MSb, folios 36r-38v].) Dans ces écrits, Ibn ‘Irāq expose 
l’historique de la proposition, la preuve de Ménélaüs, ainsi 
que sa propre démonstration basée sur le théorème de sinus. 
(Voir [Samsò 1969].) 
A2A1
B4
B1 B3
M
A4A3
B2
Fig. A4
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À propos de l’historique de cette proposition, Ibn ‘Irāq a écrit : 
J’ai pensé qu’al-Māhānī était mort 
"قاَلأبونَْصٍر: إنّيُكْنُتأظُنﱡأّنالماھانِّي
avant l’achèvement de ce qu’il a entamé 
اختََرَمقَْبَلإْتماِماْبتَِدائهِمْنإْصلاِحِكتاِبde rectification du livre des Sphériques 
de Ménélaüs, qu’un accident était 
مانالاوسفيالُكِريّاِتوأّنَشْيئاًَعَرَضلَْميَتََمّكْن
survenu et qu’il n’avait pas pu avec 
َمَعهُِمْنإْكماِلالَغَرض،إلىأْننَظَْرُتفيماَعِملَهُmener à bien son plan ; jusqu’à ce que ِ
j’ai lu ce qu’Abū-l-Fadl al-Harawī a 
أبوالفَْضِلالھَــَرِويﱡِمْنإْصلاِحھذاالِكتاِبapporté de rectification à ce livre. J’ai 
وْْتُقولفيْدهجًَمَ-trouvé qu’il y mentionne, dans l’intro فََجدُهيََُصِرِإّنَماعةِن
duction, qu’un groupe de géomètres 
الـُمھَْنِدسيَنرامواتَْصحيَحھَذاالِكتاِب،فَلَّمالَْمauraient voulu rectifier ce livre. Lors-
ْpas pu le faire, ils ontn’ont qu’ils يَقِدرواَعلَْيِهاستَعانوابِالماھانّيفَأْصلََحالمقالَةَ
demandé l’aide à al-Māhānī qui, après 
الأُولَىَوبَْعَضالثانِيَِة،َوَوقََفِعْنَدَشْكٍل،َذَكرواavoir rectifié le premier chapitre et une 
partie du second, s’est arrêté, confronté à 
أنّهَصْعُبالمراِمَعسيُرالبَيان. ثُّمبَينﱠَأبوالفَْضِل
une proposition dont on a mentionné 
الھََرِويﱡَذلَِكالَشْكَل،إلاّأنّهَُسلََكفيِهَغْيَرَمسلَِكqu’elle est difficile à aboutir et à prouver. 
Puis Abū-l-Fadl al-Harawī a montré cette 
اناملاوس. وانأوإْنُكْنُتأْنويإْصلاَحھَذا
proposition, mais il a suivi dans sa 
الِكتاِب،فَأنّيعندماَوقَْفُتَعلَىماَذَكَرهُأبو-une démarche diffé<démonstration> 
rente de celle de Ménélaüs. Bien que j’aie 
الفَْضِل،رأْيُتأْنأُبَيﱢَنھذاالَشْكَلأّولاًَعلَىماeu moi-même l’intention de rectifier ce 
يَليُقبَِمْسلَِكمانالاوسفيِكتابِِه. َوھَذاھَُوالّذي-l-Fadl a ūlivre, lorsque j’ai lu ce qu’Ab
mentionné, j’ai décidé de montrer tout 
١٢ َذَكَره،ُقاَلمانالاوس: إذاكاَنَشْكلاِنَذواثَلاثَِةd’abord cette proposition selon la 
ّْmanière qui convient à la démarche de أْضلاٍعوكانَتزاِويَتاِنِمْنَزواياھُماالتيَعلَى
Ménélaüs dans son livre. C’est ce qu’il a 
قاِعَدتَْيِھماُمتَساِويَتَْيِن٣حادﱠتَْيِن٤وكانَْتزاِويَتاِنMénélaüs a dit : si deux mentionné : 
۵figures trilatères sont telles que deux ِمْنالزواياالباقِيَِةِمْنھُماقائَِمتَْينوكاَنُكلﱡواحٍد
angles <respectifs> parmi les angles à 
ّْ٦٧ منِضلَعْيِھمااللَذْيِنيَُوتﱢراِنزاِويَتَْيِھماالباقيَتَْينleurs deux bases sont égaux et aigus et 
deux angles <respectifs> parmi les angles 
أقَلﱠِمْنُرْبِعدائِرٍةفَإّننِْسبَةَنَظيِرالقَْوَسْيِنrestants sont droits, et si chacun de leurs 
الـُمحيطَتَْيِن٨بِالزاِويَِةالحادﱠِةِمْنأَحِدالَشْكليِنdeux côtés qui sous-tendent les deux 
angles restants est inférieur à un qua-
مْجموَعتَْينإلىنَظيرفَْضلمابَْينَھُماَكنِْسبَِةنَظير َِِِِdrant, alors le rapport de l’homologue de 
٩la somme de deux arcs entourant l’angle القَْوَسْيِنالـُمحيطَتَْيِنبِالزاِويَِةالحاّدِةمنالَشْكِل
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aigu <égal>, de l’une de deux figures, à 
l’homologue de leur différence, est com-
me le rapport de l’homologue de la 
somme de deux arcs entourant l’angle 
aigu <égal> de l’autre figure, à l’homo-
logue de leur différence. On entend par 
homologue de l’arc, la corde du double 
de l’arc. Pour l’allégement, au lieu des 
cordes des doubles des arcs, nous utili-
sons les Sinus des arcs. » [Ibn ‘Irāq, MSa, 
folio 75v].
الآَخرمْجموَعتَْينإلىنَظيرفَْضلمابْينَھُما، ََِِِِ
َوْنْعنيبِنَظيِرالقَْوِسَوتََرِضعفِھا. َونَْحُننَْستَْعِمُل
مكاَنأْوتارالِضْعِفُجيوَبالقِِسيﱢطَلَباً َِ
لِلتَْخفيِف".
١. َذوا:وذ؛٢. ثَلاثَة: ثلث؛٣. ُمتَساِويَتَْين:
متساويتنا؛٤. حادﱠتَْين: حادتان؛۵. قائَِمتَْين:
قائمتنا؛٦.يَُوتﱢران: نوتران؛٧. زاِويَتَْيِھما:
زاويتھما؛٨.الـُمحيَطتَْين:المحيطين؛٩. 
الـُمحيَطتَْين:المحيطين.
L’histoire de la proposition III. 5 est très ramifiée et étendue. Il est indispensable de 
consacrer à cette histoire une étude séparée. À la fin de cet article, nous nous con-
tenterons d’exposer brièvement la preuve attribuée à Ménélaüs, ainsi que le texte ma-
nuscrit correspondant tiré du livre d’Ibn ‘Irāq établi et traduit en français. 
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I.2. Commentaires des paragraphes § 9 - § 14 de Sphériques de l’Istikmāl 
§ 9 - Proposition n° 34 . 
Soient (C1) et (C2) deux grands cercles de la sphère tels que arc(C1) et arc(C2) se 
coupent aux points A et C. Si E et G sont deux points arbitraires situés sur la circon-
férence arc(C1), différents de A et C et admettant respectivement les points K et L com-
me projections orthogonales sur le plan du cercle (C2), alors 
crd ( 2 arc( AE )) sgm( EK )
(1) = . 
crd ( 2 arc( AG )) sgm( GL )
Preuve. 
Les grands cercles (C1) et (C2) se coupent suivant leur diamètre commun AC (voir 
la Fig. 1). Désignons par H et I respectivement les pieds des perpendiculaires abaissées 
des points E et G sur la droite AC. Si les plans des cercles (C1) et (C2) sont perpen-
diculaires, les points H et I coïncident alors, respectivement, avec K et L19 et la relation 
(1) est évidemment satisfaite puisque crd(2 arc(AE)) est égal à 2 sgm(EH) et 
crd(2 arc(AG)) est égal à 2 sgm(GI). 
Supposons, à présent, que les plans des cercles (C1) et (C2) ne soient pas perpen-
diculaires. Par suite, le point H est différent de K et le point I est différent de L ; les 
deux triangles EHK et GIL sont semblables puisqu’ils ont leurs angles égaux deux à 
19 Les Éléments d’Euclide : « Si un plan est perpendiculaire à un autre plan, et si d’un point pris dans un de ces plans, 
on mène une perpendiculaire à l’autre plan, cette perpendiculaire tombera sur la section commune des plans. » 
[Euclide 1993, proposition 38, livre XI, p. 441]. 
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deux20 : angle(EKH) et angle(GLI) sont des angles droits21, angle(HEK) est égal à 
angle(IGL) 22 et par suite, les angles restants angle(KHE) et angle(LIG) sont égaux 
aussi ; donc 
sgm( EH ) sgm( EK )
= . 
sgm( GI ) sgm( GL )
Mais 
sgm( EH ) crd ( 2 arc( AE ))
= , 
sgm( GI ) crd ( 2 arc( AG ))
car sgm(EH) est égal à Sin(AE) et sgm(GI) est égal à Sin(AG)23. En conséquence, nous 
obtenons 
crd ( 2arc( AE )) sgm( EK )
= . 
crd ( 2arc( AG )) sgm( GL )
C.Q.F.D. 
Marie-Thérèse Debarnot a indiqué qu’un résultat, presque identique à celui de la 
proposition n° 34, est dû à Thābit ibn Qurra24. Ce résultat conduit, selon Debarnot, à une 
élégante démonstration du théorème III. 1 des Sphériques de Ménélaüs [Debarnot 1985, 
p. 6]. Cette question est abordée également par Hélène Bellosta [Bellosta 2004, p. 145-
168, en particulier p. 158]. 
§ 10 - Proposition n° 35 (Fig. 2, Fig. 3) 
Soient sur la sphère, arc(AB), arc(BC), arc(AD) et arc(EC) quatre arcs non co-
planaires deux à deux, de grandes circonférences, plus petits chacun qu’une demi-cir-
20 Ibid. : « Dans les triangles équiangles, les côtés autour des angles égaux sont proportionnels ; et les côtés qui sou-
tendent les angles égaux, sont homologues. » [Euclide 1993, proposition 4, livre VI, p. 143]. 
21 Ibid. : « Une droite est perpendiculaire à un plan, lorsqu’elle fait des angles droits avec toutes les droites qui la ren-
contrent, et qui sont dans ce plan. » [Euclide 1993, définition 3, livre XI, p. 396]. 
22 Chacun des deux angles est aigu et leurs côtés sont deux à deux parallèles. 
23 Nous notons que c’est l’unique passage dans les Sphériques d’Ibn Hūd où nous rencontrons le terme « Sinus ». Il 
utilise au début le terme « corde de l’arc double » puis il adopte le terme « homologue de l’arc » qui est égal, par la 
définition introduite par Ibn Hūd, à la « corde de l’arc double ». 
24 Voir « Extrait du livre de Thabit-Ben-Korrah : De la figure du quadrilatère et des rapports composés », dans [Al-
Tūsī 1998], livre 5, page 200-201. Al-Tūsī, expose, dans cet extrait attribué à Thābit ibn Qurra, une démonstration 
identique à celle d’Ibn Hūd. 
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conférence d’un grand cercle de la sphère et tels que le point E appartienne à arc(AB) et 
le point D appartienne à arc(BC). 
Si arc(EC) et arc(AD) se coupent au point F, alors les deux relations suivantes sont 
satisfaites : 
1) 
crd ( 2 arc( AB )) 
crd ( 2 arc( BE )) 
=
crd ( 2 arc( AD )) 
crd ( 2 arc( DF )) 
⋅
crd ( 2 arc( FC )) 
crd ( 2 arc( CE )) 
, 
2) 
crd ( 2 arc( AE )) 
crd ( 2 arc( BE )) 
=
crd ( 2 arc( AF )) 
crd ( 2 arc( FD )) 
crd ( 2 arc( DC )) 
crd ( 2 arc( CB )) 
⋅ . 
Preuve. 
1) Abaissons des points A, E et F les perpendiculaires sgm(AG), sgm(EH) et 
sgm(FI) au plan de cercle(BC) (voir la Fig. 2). D’après la proposition n° 34, nous 
avons : 
sgm( AG ) crd ( 2 arc( BA )) sgm( AG ) crd ( 2 arc( DA ))
= , = . 
sgm( EH ) crd ( 2 arc( BE )) sgm( FI ) crd ( 2 arc( DF ))
sgm( FI ) crd ( 2 arc( CF ))
et = . 
sgm( EH ) crd ( 2 arc( CE ))
sgm( AG ) sgm( AG ) sgm( FI ) 25En utilisant l’identité = ⋅ ,
sgm( EH ) sgm( FI ) sgm( EH )
nous obtenons 
crd ( 2 arc( AB )) crd ( 2 arc( AD )) crd ( 2 arc( FC ))
= ⋅ . 
crd ( 2 arc( BE )) crd ( 2 arc( DF )) crd ( 2 arc( CE ))
25 Cette identité repose sur la composition des rapports utilisée par Euclide au livre VI des Éléments, mais qui ne fait 
pas l’objet d’une définition explicite. Thābit ibn Qurra consacre un assez long traité à cette « opération » très par-
ticulière. (Voir [Crozet 2004]). 
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2) De la même manière, abaissons des points A, B et D les perpendiculaires sgm(AG), 
sgm(BK) et sgm(DL) au plan de cercle(CF) (voir la Fig. 3). D’après la proposition n° 
34, nous avons : 
sgm( AG ) crd ( 2 arc( AE )) sgm( AG ) crd ( 2 arc( AF ))
= , =
sgm( BK ) crd ( 2 arc( EB )) sgm( DL ) crd ( 2 arc( FD ))
sgm( DL ) crd ( 2 arc( DC ))
et = . 
sgm( BK ) crd ( 2 arc( CB ))
sgm( AG ) sgm( AG ) sgm( DL )
En utilisant l’identité = ⋅ ,
sgm( BK ) sgm( DL ) sgm( BK )
nous obtenons 
crd ( 2 arc( AE )) crd ( 2 arc( AF )) crd ( 2 arc( DC ))
= ⋅ .
crd ( 2 arc( BE )) crd ( 2 arc( FD )) crd ( 2 arc( CB ))
Nous trouvons le même résultat chez Ménélaüs26, mais avec une démonstration 
différente. 
26 Les Sphériques de Ménélaüs-Ibn ‘Irāq ([Ibn ‘Irāq 1998, livre III, proposition 1, p. 62-64 (du texte arabe), (tra-
duction allemande, p. 194-197)], [Ibn ‘Irāq, MSb, folios 33r-34r]) : 
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§ 11 - Définition n° 1 : la corde du double de arc(AB) s’appelle homologue de 
arc(AB). 
Proposition n° 36 (règle de quatre quantités). 
Si ABC et DEG sont deux triangles sphériques tels que angle(A) soit égal à 
angle(D), alors les assertions suivantes sont satisfaites : 
si, soit angle(C) est égal à angle(G), soit la somme angle(C) + angle(G) est égale à 
deux angles droits, alors 
hom( AB ) hom( DE )
= ;
hom( BC ) hom( EG )
2) si 
hom( AB ) hom( DE )
hom( BC )
=
hom( EG )
, 
alors soit angle(C) est égal à angle(G), soit la somme angle(C) + angle(G) est égale à 
deux angles droits (voir la Fig. 4). 
« Proposition 1 : Les deux arcs CE, BD se coupent au :
point A. Des deux points C et B on décrit les deux arcs 
CD et BE qui se coupent au point G. On suppose que 
chacun de ces quatre arcs soit d’une grande cir-
conférence de la sphère et que chacun soit plus petit 
qu’une demi-circonférence. Je dis que le rapport du Si-
nus de l’arc CE au Sinus de l’arc EA est composé du rap-
port du Sinus de l’arc CG au Sinus de l’arc GD et du 
rapport du Sinus de l’arc BD au Sinus de l’arc BA. » 
"الَشْكُلالأوﱠُل
١ قَْوساج؟ھد؟بتَْلتَقِياِنَعلَىنُْقطَِةاوأُْخِرَجِمْننُْقطَتَْيجبقَْوساج؟د
؟بھُمتَقاِطَعتَْيِنَعلَىنُْقطَِةزَوُكلﱡواِحَدٍةِمَنھهذالقِِسيﱢالأْربَعِمْنُمحيِط
دائَِرٍةَعظيَمٍةفيالُكَرِةَوُكلﱡواِحَدٍةِمْنھاأْصَغُرِمْننِْصِفالمحيِط. فَأقوُل
إّننِْسبةََجْيِبج؟ھإلىَجْيِبھ؟اُمَؤلفﱠَةٌِمْننِْسبَِةَجْيِبقَْوِسج؟زإلىَجْيِب
"<. قَْوِسز؟د>وِمْننِْسبَِةَجْيِبقَْوِسب؟دإلىَجْيِبقَْوِسب؟ا
. ج؟ھبد؟:جد؟ب؟ھ
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Preuve. 
Considérons deux triangles sphériques ABC et DEG tels que angle(A) soit égal à 
angle(D). Prolongeons arc(CA) du côté de A jusqu’au point H, de telle manière que 
arc(AH) soit égal à arc(DG) ; prolongeons arc(AB) du côté de A jusqu’au point I, de 
telle manière que angle(AHI) soit égal à angle(EGD) ; et prolongeons arc(CB) et 
arc(IH) respectivement du côté de B et H, qu’ils se coupent en un point que l’on désigne 
par K. D’après la proposition n° 28 (cas G1)27, les deux triangles EGD et IHA sont égaux 
puisqu’ils ont angle(IAH) égal à angle(D), angle(IHA) égal à angle(G) et le côté 
arc(AH) égal au côté arc(DG). Donc angle(AIH) est égal à angle(E), arc(HI) est égal à 
arc(GE) et arc(IA) est égal à arc(ED). 
1) Supposons, tout d’abord, que angle(C) soit égal à angle(G), alors angle(C) est 
égal à angle(IHA) puisque ce dernier est égal à angle(G). Par suite, d’après la réci-
proque de la proposition n° 2428, la somme arc(HK) + arc(KC) sera égale à une demi-
circonférence de grand cercle 29 , c.-à-d. arc(HK) et arc(KC) sont des arcs sup-
plémentaires et admettent, par conséquent, le même homologue. Supposons maintenant 
que la somme angle(C) + angle(G) soit égale à deux angles droits. Donc la somme 
angle(C) + angle(IHA) est égale à deux angles droits puisque angle(G) est égal à 
angle(IHA). Mais la somme angle(CHK) + angle(IHA) est égale à deux angles droits, 
donc angle(CHK) est égal à angle(C). Par suite, d’après la proposition n° 2130, le côté 
arc(HK) du triangle HKC est égal à l’autre côté arc(KC) et par conséquent, les deux 
arcs possèdent le même homologue. Ainsi hom(HK) et hom(KC) sont égaux, soit 
« Les deux triangles spériques ABC et DEG sont égaux si arc(AC)=arc(DG), angle(A)=angle(D) et 
angle(C)=angle(G) » [Al-Houjairi 2005, proposition n° 28, cas G1, p. 107]. 
28 « Si dans un triangle sphérique ABC, arc(AC) + arc(CB) = 2 drt alors extr(B) = angle(A) » [Al-Houjairi 2005, pro-
position no 24, p. 102]. 
29 Bien que l’assertion soit vraie indépendamment de ce passage logico-géométrique, cette « déduction » est vraie à 
condition que la figure HKC soit un triangle au sens de Ménélaüs. Il semble qu’Ibn Hūd ainsi que Ménélaüs sup-
posent, implicitement, que la somme arc(AC) + arc(DG) est plus petite qu’une demi circonférence de grand cercle. 
Dans le cas contraire, la preuve nécessite un complément de démonstration.
30 « Dans un triangle sphérique ABC, nous avons : angle(A) = angle(B) ⇔ arc(AC) = arc(BC) » [Al-Houjairi 2005, 
propositions no 20 et no 21, p. 95, 99]. 
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lorsque angle(C) est égal à angle(G), soit lorsque la somme angle(C) + angle(G) est 
égale à deux angles droits. D’autre part, d’après la proposition n° 3531, nous avons : 
hom( IH ) hom( IA ) hom( BC )
(1) = ⋅ . 
hom( KH ) hom( AB ) hom( CK )
Mais puisque hom(CK) = hom(KH), nous aurons : 
hom( IH ) hom( IA ) hom( BC )
= ⋅ ,
hom( CK ) hom( AB ) hom( CK )
d’où 
hom( IH ) hom( IA ) 
= . 
hom( BC ) hom( AB ) 
Et en utilisant les relations 
arc(IH) = arc(EG) et arc(AI) = arc(ED), 
nous obtenons 
hom( EG ) 
hom( BC ) 
hom( ED ) 
hom( AB ) 
= . 
En conséquence, 
hom( AB ) hom( DE ) 
hom( BC ) hom( EG ) 
= . 
Réciproquement. 
2) Supposons que 
hom( AB ) hom( DE ) 
hom( BC ) hom( EG ) 
= . 
31 L’hypothèse de la proposition n° 35 exige que chacun des quatre arcs de la configuration soit plus petit qu’une 
demi-circonférence de grand cercle. Pour que la démonstration soit acceptable, il faut admettre qu’Ibn Hūd et 
également Ménélaüs supposent, implicitement, que chacune des sommes arc(AC) + arc(DG) et arc(BA) + arc(AI) 
soit plus petite qu’une demi-circonférence de grand cercle. 
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Procédons de la même manière que précédemment. Les côtés arc(DE) et arc(EG) 
du triangle EGD sont respectivement égaux aux côtés arc(IA) et arc(IH) du triangle 
BCA, donc 
hom( BC ) hom( IH ) hom( IH ) hom( IA ) 
= , ou bien = . 
hom( AB ) hom( IA ) hom( BC ) hom( AB ) 
hom( BC ) 
En « multipliant les deux membres de l’égalité » par , nous obtenons 
hom( CK ) 
(voir la note 25 [la composition des rapports]) 
hom( IH ) hom( BC ) hom( IA ) hom( BC ) 
⋅ = ⋅ . 
hom( BC ) hom( CK ) hom( AB ) hom( CK ) 
Mais d’après la proposition n° 3532, nous avons : 
hom( IA ) hom( BC ) hom(IH)
⋅ = ,
hom( AB ) hom( CK ) hom(KH) 
donc, 
hom(IH) hom( IH ) hom( BC ) 
= ⋅
hom(KH) hom( BC ) hom( CK ) 
et par suite, hom(KH) est égal à hom(CK). Ainsi, ou bien arc(KH) est égal à arc(CK), ou 
bien la somme arc(KH) + arc(CK) est égale à une demi-circonférence de grand cercle. 
Dans le premier cas, d’après la proposition n° 20 (voir note 30 [proposition n° 20]), 
angle(IHA) et angle(C) sont supplémentaires ; dans le deuxième cas, d’après la propo-
sition n° 24 (voir la note 28 [proposition no 24]), angle(IHA) et angle(C) sont égaux. 
Par suite, angle(G) et angle(C) sont soit égaux, soit supplémentaires. 
Remarquons que la proposition reste vraie même lorsque angle(A) et angle(D) sont 
supplémentaires. En particulier, si les conditions suivantes sont satisfaites : 
a) angle(A) et angle(D) sont supplémentaires, 
32 Pour que l’application de la proposition n° 35 soit légitime avec la configuration choisie par Ménélaüs et Ibn Hūd, 
il faut supposer que chacune des deux sommes arc(AH) + arc(CA) et arc(AB) + arc(AI) est plus petite qu’une demi-
circonférence d’un grand cercle. Ce qui équivaut à supposer que chacune des deux sommes arc(DG) + arc(CA) et 
arc(AB) + arc(DE) est plus petite qu’une demi-circonférence d’un grand cercle. 
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b) la somme angle(G) + angle(C) est inférieure à deux angles droits, 
c) 
hom( AB ) hom( DE )
hom( BC ) hom( EG )
= , 
alors angle(G) = angle(C)33. 
Nous trouvons le même résultat chez Ménélaüs. Bien qu’Ibn Hūd utilise dans sa 
proposition le terme « homologue » au lieu du terme « Sinus » utilisé par Ménélaüs, la 
formulation34 textuelle ainsi que la démarche démonstrative de la proposition n° 36 
coïncident, presque littéralement, avec celles de la proposition correspondante de Mé-
nélaüs  
Afin d’effectuer une comparaison concrète, nous exposons, par la suite, la propo-
sition mentionnée de Ménélaüs. 
Proposition (Les Sphériques de Ménélaüs-Ibn ‘Irāq, proposition III. 2. [Ibn ‘Irāq 
1998, p. 64-65], [Ibn ‘Irāq, MSb, folios 34v-35r]) : 
 
/[34v] Si, dans deux figures 
trilatères, deux angles sont 
<respectivement> égaux et deux 
autres angles <respectifs> sont soit 
égaux, soit d’une somme égale à 
deux angles droits, alors les rapports 
des Sinus des deux côtés qui sous-
tendent les deux angles respec-
tivement égaux, aux Sinus des 
autres côtés qui sous-tendent les 
deux autres angles - qui sont soit 
égaux, soit d’une somme égale à 
deux angles droits -, sont deux rap-
ports égaux ; et réciproquement 
(voir la Fig.4).  
<Exemple>:  
soient les deux figures trilatères 
ABC et DEG ; supposons que 
l’angle en A de la première figure 
soit égal à l’angle D de l’autre ; que 
leurs angles en C et G soient égaux 
ou bien de somme égale à deux 
"يناثلا ُلْكَشلا،
/]٣٤ظ ْتَناك اذإ [١  اياوَز نَم ِناَتيِواز
 ِنَْيلْكَش٢  َِةثَلاثلا ِعلاْضلأا ِتاوَذ ِلاكْشلأا َنِم
 اّمإ ِنايَرُْخأ ِناَتيِواز ْتَناكَو ،ِنَْيَتيِواَستُم
 ِنَْيَتيِوازِل اتَعِمُج اذإ ِنَْيَتيِواسُم اّمإو ِنَْيَتيِواَستُم
 ِنَْيتَمِئاق ّنَإف ،  َْيتبْسِن
٣  ِنْيَّذللا ِنْيَعْلِضلا َِيبْيَج
 َِيبْيَج َىلإ> ِنَْيَتيِواَستُمـلا ِنَْيَتيِوازلا ِنارﱢتَُوي
 ِنَْيَتيِوازلا ِنارﱢتَُوي ِنْيَّذللا ِنْيَرَخلآا ِنْيَعْلِضلا
 ِواسُمـلا وأ <ِنَْيَتيِواَستُمـلا ِنَْييَرُْخلأا ِنَْيتَمِئاِقل ِنَْيَتي
<اتَعِمُج اذإ>،  ِناَتيِواَستُم ِناَتبْسِن
٤،  َكِلَذ ُسْكَعَو
 ًاضْيأ. اوَذ ِنلاْكَش ْنَُكيَْلف۵  ٍعلاْضأ َِةثَلاث،  ا امھَْيلَع
 بج   د ھز،  نم ا َدْنِع يتﱠلا َُةيِوازلا ِنَُكتْلَو
 ِرَخلآا نم د َدْنِع يتﱠلا َِةيِوازِلل ًَةيِواسُم امِھِدَحأ. 
                                                
33 Cette propriété va être utilisée implicitement, sous cette forme, dans le paragraphe 14 (proposition n° 39). 
34 Voir la proposition 36 dans la traduction. 
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angles droits. Je dis que le rapport 
du Sinus de AB au Sinus de BC est 
égal au rapport du Sinus de DE au 
Sinus de EG. 
<Démonstration :> 
prolongeons les deux arcs CA et 
BA jusqu’en H et I respectivement, 
faisons l’arc AH égal à l’arc DG et 
l’angle AHI égal à l’angle EGD et 
achevons la figure. Ainsi l’arc AI est 
égal à l’arc DE et l’arc IH est égal à 
l’arc EG. Puisque les deux angles 
BCA, AHI sont égaux ou bien de 
somme égale à deux angles droits, le 
Sinus de l’arc CK est égal au Sinus 
de l’arc HK ; et puisque la figure 
reste inchangée, le rapport du Sinus 
de l’arc KC au Sinus de l’arc BC est 
composé du rapport du Sinus de 
l’arc KH au Sinus de l’arc HI et du 
rapport du Sinus de l’arc IA au 
Sinus de l’arc AB ; mais le Sinus de 
l’arc CK est égal au Sinus de l’arc 
KH, de sorte que le rapport du Sinus 
de l’arc HI au Sinus de l’arc BC est 
égal au rapport du Sinus de l’arc IA 
au Sinus de l’arc BA. Si nous 
permutons, <les rapports> restent 
également proportionnels, mais l’arc 
HI est égal à l’arc EG, et l’arc AI est 
égal à l’arc DE, donc le rapport du 
Sinus de l’arc CB au Sinus de l’arc 
AB est égal au rapport du Sinus de 
l’arc EG au Sinus de l’arc ED. 
<Réciproquement :>  
Supposons de même que l’angle 
en A soit égal à l’angle en D, et que 
le rapport du Sinus de l’arc CB au 
Sinus de l’arc AB soit égal au rap-
port du Sinus de l’arc EG au Sinus 
de l’arc ED. Je dis que les deux an-
gles en C et G sont, soit égaux, soit 
de somme égale à deux angles 
droits. 
<Démonstration :>  
Si nous faisons comme précé-
demment, le rapport du Sinus de 
 ْيَت َطُْقن َدْنِع ِناّتللا اُمھْنِم ِناَتيِوازلا ِنَُكتْلَو ج اّمإ ز
 ِنَْيَتيِواسُم اّمإو ِنَْيَتيِواَستُم٦  ِوازِل ِنَْيتَمِئاق ِنَْيَتي
<اتَعِمُج اذإ> . َىلإ ب؟ا ِبْيَج ََةبْسِن ّنإ ُلوقَأف
؟ب ِبْيَج ج؟د ِبْيَج َِةبْسِنَك ھ ِبْيَج ىَلإھ.ز؟  ّانلأ
 ْيَسَْوق ُجِرُْخنج ح؟ا َسَْوق ُلَعَْجنَو ط؟ا؟ب  ح؟ا؟
ز؟د ِسَْوِقل ًَةيِواسُم،  َِةيِوازِل ط؟ح؟ا ََةيِوازَو
ھد؟ز؟؛  ُم ﱢَمُتنَو ُسَْوق ُنوَكَتف ،َةَروصلا ط؟ا
؟د ِسَْوِقل ًَةيِواسُمھ،  ِسَْوِقل ح؟ط ُسَْوقوھز؟. 
 ْيََتيِواز ّنلأو؟بج انوَكت ْنأ اّمإ ط؟ح؟ا ا؟
 ِنَْيَتيِواسُم اّمإو ،ِنَْيَتيِواَستُم٧  اذإ ِنَْيتَمِئاق ِنَْيَتيِوازِل
 َج ُنوَكي ،اتَعِمُج ِسَْوق ُبْيج؟ ك ِبْيَجِل ًايِواسُم
؟ح ِسَْوقك.  ِهَْيلَع َيِھ ام َىلَع َةَروصلا ّنلأَو، 
 ِسَْوق ِبْيَج َُةبْسِن ُنوَكتك؟ج  ِسَْوق ِبْيَج ىَلإ
؟ب ج ِسَْوق ِبْيَج َِةبْسِن ْنِم ًَةّفلَؤُمك ِبْيَج َىلإ ح؟
 ِسَْوقط؟ح  ِسَْوق ِبْيَج َِةبْسِن ْنِموا؟ط  ِبْيَج ىَلإ
 َق ِسْوب؟ا،  ِسَْوق َبْيَج ّنَِكلَوج؟ ك ِبْيَجِل ٍواسُم
 ِسَْوقك َىلإ ط؟ح ِسَْوق ِبْيَج َُةبْسِن ُنوَكَتف> ح؟
 ِسَْوق ِبْيَج؟ب ج ِسَْوق ِبْيَج َِةبْسِنَك ىَلإ ا؟ط
 .ًَةبِساَنتُم ُنوَكت ًاضْيأ انْلَّدب اذإو <ا؟ب ِسَْوق ِبْيَج
 ٌَةيِواسُم ط؟ح َسَْوق ّنَِكلَو٨  ِسَْوِقلھ ُسَْوقو ،ز؟
؟د ِسَْوِقل ٌةيواسم ط؟اھ ِسَْوق ِبْيَج َُةبْسَِنف ،ج ب؟
 ِسَْوق ِبْيَج َِةبْسِنَك ب؟ا ِسَْوق ِبْيَج ىَلإھ ىَلإ ز؟
 ِسَْوق ِبْيَجھد؟ يتﱠلا> ََةيِوازلا ُلَعَْجن ّانَإف ًاضْيأ .
 ِةَطُْقن َدْنِع َيِواسُم ا ،د ِةَطُْقن َدْنِع يتﱠلا <َِةيِوازِلل ًة
 ِسَْوق ِبْيَج َُةبْسِن ْنَُكتْلَوج ِسَْوق ِبْيَج َىلإ ب؟
 ِسَْوق ِبْيَج َِةبْسِنَك ب؟اھ ِسَْوق ِبْيَج ىَلإ ز؟
ھ ِنَْيَتيِوازلا ّنإ ُلوقَأف .د؟ َْيتَطُْقن َدْنِع ِنَْيّتللاج  ز
أ اّمإو ِنَْيَتيِواَستُم انوَكت ْنأ اّمإ انوَكت ْن  اذإ
 اتَعِمُج  ِنَْيتَمِئاِقل ِنَْيَتلِداعُم . َلْثِم انْلِمَع اذإ ّانلأ
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l’arc CB au Sinus de l’arc AB sera 
égal au rapport du Sinus de HI au 
Sinus de IA ; et de même, si nous 
permutons, <les rapports> restent 
proportionnels ; et si la figure reste 
inchangée, le Sinus de l’arc KH sera 
égal au Sinus de l’arc KC ; et par 
suite, les deux angles IHA, ACB, qui 
sont aux deux points C et G, seront 
/[35r] soit égaux soit de somme 
égale à deux angles droits. C’est ce 
que nous voulions montrer. 
 
 َُةبْس ِن ْتَناك ِروكْذَملا ِلَمَعلا  ِبْيَجج ِبْيَج َىلإ ب؟
 ِبْيَج َِةبْسِنَك ب؟اط؟ح  اذإ ًاضْيأو .ا؟ط ِبْيَج ىَلإ
 ام ىَلَع ُةَروصلا ِتَناك اذإو .ًَةبِساَنتُم ْتَناك انْلَّدب
 ِسَْوق َبْيَج ّنإف ِهَْيلَع َيِھك ًايِواسُم ُنوَكي ح؟
 ِسَْوق ِبْيَجِلك؟ج ا؟ح؟ط اَتيِواز َكِلَذِل ُنوَكتَو ،
؟اج َْيتَطُْقن َدْنِع ِناّتللا ب؟ ج اّمإ ز/]٣۵و [
 َيِواَستُماتَعِمُج اذإ ِنَْيَتيِواسُم امإو ِنَْيت٩  ِنَْيَتيِوازِل
".َنﱟَيُبن ْنأ انْدَرأ ام َكِلَذو ؛ِنَْيتَمِئاق
١. ؛ناك :تناك٢. ؛لكش :نيلكش٣. ؛ةبسن :يتبسن
٤. ؛نيواستم :ناتيواستم۵. ؛وذ :اوذ٦. :نيتيواسم
 ؛نيواسم٧. ؛نيواسم :نيتيواسم٨. ؛ةرّركم ةملك :ةيواسم
٩.اعمج :اتعمج .
Ibn ‘Irāq discute la démonstration de la proposition III. 2 de Ménélaüs. Il écrit 
([Ibn ‘Irāq 1998, p. 65], [Ibn ‘Irāq, MSb, folio 35r]) : 
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Si on observe de près et si l’on 
compare ce que nous avons fait dans 
« La figure qui dispense » et ce que Mé-
nélaüs a fait dans « La figure secteur » 
qui exige plusieurs démonstrations, et si 
l’on sait que les deux angles A et D des 
deux triangles sont égaux et que le rap-
port du Sinus de l’arc BC au Sinus de 
l’arc BA est égal au rapport du Sinus de 
l’arc EG au Sinus de l’arc ED, il devient 
clair, rapidement, sans long discours et 
sans entamer aucune démonstration, à 
part l’utilisation de ‘La figure qui dis-
pense’ - qui remplace ‘La figure sec-
teur’ -, que les deux angles G et C sont 
soit égaux, soit d’une somme égale à 
deux angles droits, puisque leurs deux 
Sinus sont égaux. » 
 
 ِلْكَشلا يف اِنلَمَع َنَْيب َساقَو ٌل ﱢمَأتُم َلّمَأت اذإَو"
سولاانام َُهلِمَع امَو ينْغُمـلا١  ِعّاَطقلا ِلْكَشلا يف
 اذإ ُّهنأ َفَرَعَو ،ِنيھاَربلا َنِم ِهَْيلإ ُجاتُْحي ام ِةَرْثَكَو
 َُةبِْسنَو ِنَْيَتيِواَستُم ِنَْيّثَلثُمـلا يف د ا اَتيِواز َْتناك
؟ب ِبْيَج ج ِبْيَج َِةبِْسنَك ا؟ب ِبْيَج َىلإھ َىلإ ز؟
 ِبْيَجھ؟ ٍملاَك َِةلاطإ ِرْيَغ ْنِم ٍةَعْرُِسب َِملَع ،د
 ينْغُمـلا ِلْكَشلا يف ِم ﱡَدَقتلا ىَوِس ،ِناھُْرب يف ٍعورُشَو
 ز َْيَتيِواز ّنأ ،ِعّاَطقلا ِلْكَشلا َماقَم ُموَقي يّذلا جذإ٢ 
 ِنيَتيِواَستُم ِنانوَكت ،ِنايِواَستُم اُمھابْيَج٣  اّمإ
 ِنيَتيِواسُم٤ ،اتَعِمُج اذإ۵".ِنَْيتَِمئاق ِنَْيَتيِواِزل ،  
١ ؛سوانلاام :سولاانام .٢.  ؛اذإ :ذإ٣ .
 ؛نييواستم :نيتيواستم٤ :نيتيواسم .
 ؛ناتيواسم۵ .:اتَعِمُج اذإ .ناتلداعم وا
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Commentaire sur la note d’Ibn ‘Irāq. 
D’après le théorème du sinus, nous aurons (voir la Fig. 4) :  
Sin(angl(G)) Sin(angl(D))
=
Sin(arc(DE)) Sin(arc(GE))
 et 
Sin(angl(C)) Sin(angl(A))
=
Sin(arc(AB)) Sin(arc(CB))
. 
D’autre part, nous avons : 
angle(A) = angle(D) 
et 
Sin(arc(GE)) Sin(arc(CB))
=
Sin(arc(DE)) Sin(arc(AB))
. 
Par conséquent35,  
Sin(angle(G)) = Sin(angle(C)) ; 
par suite, angle(G) et angle(C) sont soit égaux, soit supplémentaires.
§ 12 - Proposition n° 37 (règles des tangentes).  
Soient ABC et DEG deux triangles sphériques sur la même sphère. Désignons par 
H (resp. I) le pôle de cercle(AC) (resp. cercle(DG)) qui est du même côté que B (resp. 
E) par rapport au cercle(AC) (resp. cercle(DG)). Si 
angle(A) = angle(D) = drt et angle(C) = angle(G) ≠ drt, 
alors les deux relations suivantes sont satisfaites (voir la Fig. 5) : 
1) 
hom(AB) hom(ED) hom(BH)
= ×
hom(AC) hom(DG) hom(EI)
 
2) 
hom(BC) hom(EG) hom(BH)
= ×
hom(CA) hom(DG) hom(EI)
 
                                                
35 Nous trouvons l’énoncé et la traduction du texte du théorème d’Abū Nasr (la figure qui dispense), par exemple, 
dans [Debarnot 1985, p. 111]. Al-Bīrūnī a écrit : « Voie suivie par Abū Nasr, pour la « figure qui dispense », dans la 
lettre qu’il m’a adressée : les rapports, les uns aux autres, des Sinus des côtés d’un triangle formé d’arcs de grands 
cercles d’une sphère sont égaux aux rapports respectifs des Sinus des angles qui leurs sont opposés… ». 
 ﱢَيلإ ِهَِتلاسِر ْنِم ينْغُمـلا ِلْكَشلا يف ٍرْصَن يبأ ُقيرَط" ْسِن : َُةب َىلإ اھُضَْعب ،ِةَرُكلا ِحْطَس َىلَع ٍماظِع ﱟيِسِق ْنِم ِنِئاكلا ِّثَلثُمـلا يف ِعلاْضلأا ِبويُج
"...ِريَظنلا َىلإ ُريَظنلا ،ٍضَْعب َىلإ اھُضَْعب ،اُھِلباُقت يّتلا اياوَزلا ِبويُج َِةبْسِن َىلَع ،ٍضَْعب
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Preuve.  
Éliminons le cas trivial qui correspond à l’égalité arc(AC) = arc(DG) ; dans ce cas, 
d’après la proposition n° 28 (voir la note 27 [proposition n° 28]), les deux triangles ABC 
et DEG sont égaux et par conséquent, les deux relations 1) et 2) sont évidemment 
satisfaites. 
Sans restreindre la généralité de la démonstration, nous pouvons supposer que 
arc(DG) est plus grand que arc(AC). Soit K un point de cercle(CA) tel que 
arc(CAK) = arc(DG).  
Désignons par L le point d’intersection de arc(BC) et arc(HK). 
D’après la proposition n° 35 (relation 2), nous avons : 
hom( HL ) hom( HB ) hom( AC )
hom( LK ) hom( BA ) hom( CK )
= ⋅ , 
d’où
(3) 
hom( AB ) hom( BH ) hom( LK )
hom( CA ) hom( LH ) hom( KC )
= ⋅ . 
Mais d’après la proposition n° 28 (voir la note 27 [proposition n° 28]), les deux 
triangles LKC et EDG sont égaux.  
Par conséquent, arc(KL) = arc(DE) et par suite arc(LH) = arc(EI).  
En remplaçant arc(KL) et arc(LH) par leurs valeurs dans la relation (3), nous 
obtenons 
hom( AB ) hom( ED ) hom( BH )
hom( CA ) hom( DG ) hom( EI )
= ⋅ . 
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D’après la proposition n° 36, nous avons :
hom( BC ) hom( EG )
hom( AB ) hom( ED )
= . 
« Composons »36 cette proportion avec la proportion 1), nous obtenons 
hom( AB ) hom( BC ) hom( ED ) hom( BH ) hom( EG )
hom( AC ) hom( AB ) hom( DG ) hom( EI ) hom( ED )
⋅ = ⋅ ⋅ . 
D’où 
hom( BC ) hom( EG ) hom( BH )
hom( CA ) hom( DG ) hom( EI )
= ⋅ . 
Nous trouvons le même résultat chez Ménélaüs [Ibn ‘Irāq 1998, proposition III. 3, 
p. 65-66]. Hormis le fait qu’Ibn Hūd utilise dans sa proposition le terme “homologue” 
au lieu du terme “Sinus” utilisé par Ménélaüs. 
Nous remarquons, comme auparavant, une pseudo-coïncidence textuelle dans les 
propositions correspondantes des deux auteurs.  
Exposons, ensuite, la proposition de Ménélaüs. 
Proposition (Les Sphériques de Ménélaüs-Ibn ‘Irāq, proposition III. 3. [Ibn ‘Irāq 1998, 
p. 65-66], [Ibn ‘Irāq, MSb, folios 35r-35v]) : 
                                                
36 Il s’agit d’une multiplication terme à terme des membres des proportions. (Voir la note 25 [la composition des rap-
ports]). Pour cette opération, Ibn Hūd utilise le terme « ajoutons ». 
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Si deux figures trilatères sont telles que 
parmi leurs angles à la base, deux sont droits ; 
si les deux angles restants aux deux bases sont 
égaux et non droits, alors le rapport des deux 
Sinus des deux côtés entourant l’angle droit de 
l’une des deux figures, l’un à l’autre, est com-
posé du rapport correspondant des deux Sinus 
des deux côtés entourant l’angle droit de l’autre 
figure, l’un à l’autre, et du rapport du Sinus de 
l’arc qui est entre le point du sommet de la pre-
mière figure et le pôle de sa base, au Sinus de 
l’arc, qui est entre le point du sommet de l’au-
tre figure et le pôle de sa base (voir la Fig. 5a). 
<Exemple :> 
Soient deux figures trilatères ABC, DEG. 
Que les deux angles qui sont aux deux points A 
et D soient droits, que les deux angles qui sont 
aux deux points C et G soient égaux et non 
droits et que H et I soient les deux pôles des 
deux arcs AC et DG. 
Je dis alors que le rapport du Sinus de l’arc 
AB au Sinus de l’arc AC est composé du 
rapport du Sinus de l’arc ED au Sinus de l’arc 
DG et du rapport du Sinus de l’arc BH au Sinus 
de l’arc EI. 
<Démonstration :> 
faisons l’arc CK égal à l’arc DG et traçons 
l’arc HK, <qui rencontre BC en L>. L’arc KL 
est égal à l’arc DE et l’arc LH est égal à l’arc 
EI, mais puisque la figure reste inchangée, le 
rapport du Sinus de l’arc AB au Sinus de l’arc 
BH est composé du rapport du Sinus de l’arc 
AC au Sinus de l’arc CK et du rapport du 
Sinus de l’arc KL au Sinus de l’arc LH/[35v] ; 
donc le rapport du Sinus de l’arc BA au Sinus 
de l’arc CA est composé du rapport du Sinus 
de l’arc BH au Sinus de l’arc LH et du rapport 
du Sinus de l’arc LK au Sinus de l’arc KC ; 
 ُِثلاثلا ُلْكَشلا"،
اوَذ ِنلاْكَش َناك اذإ١  َِةثَلاث٢  نِم ِناَتيِواز َْتناكَو ٍعلاْضأ
 ِناَتيِوازلا َِتناكو ،ِنَْيتَِمئاق ِةَدِعاقلا َىلَع يّتلا اُمھاياوَز
 ِنَْيتيِواَستُم ِنَْيتَدِعاقلا َىلَع يّتلا اياوَزلا نِم ِناَتِيقابلا  َرْيَغ
 َِةيِوازلِاب ِنَْيطيحُمـلا ِنْيَعْلِضلا َِيبْيَج ََةبِْسن ّنإف ِنَْيتَِمئاق
 ْنِم ٌَةفﱠلَؤُم ،ِرَخلآا َىلإ اُمھُدَحأ ،ِنَْيلْكَشلا ِدَحأ نِم ِةَِمئاقلا
 َنِم ِةَِمئاقلا َِةيِوازلِاب ِنَْيطيحُمـلا ِنْيَعْلِضلا َِيبْيَج َِةبِْسن
اذإ ،ِرَخلآا ِلْكَشلا  ْتَذُِخأ٣  ْتَذُِخأ ام ِلْثِم َىلَع٤  ِهَْيلَع
 اميف ُنوَكت يّتلا ِسَْوقلا ِبْيَج َِةبِْسن ْنِمو ،َىلُولأا َُةبِْسنلا
 َىلإ ِِهتَدِعاق ِبُْطق َنَْيبو ِلّولأا ِلْكَشلا ِسأر َِةطُْقن َنَْيب
 ِلْكَشلا ِسأر َِةطُْقن َنَْيب اميف ُنوَكت يّتلا ِسَْوقلا ِبْيَج
 َُكيَْلف .ِِهتَدِعاق ِبُْطق َنَْيبو ِرَخلآا َِةثَلاث اوَذ ِنلاْكَش ْن
ا امِھَْيلَع ٍعلاْضأ ب   جد ھ  ِناّتللا ِناَتيِوازلا ِنَُكتْلَو ز
 َدْنِع ِناّتللا ِناَتيِوازلاو ِنَْيتَِمئاق اُمھْنِم د ا َْيَتطُْقن َدْنِع
 َْيَتطُْقن ج ِنَْيتيِواَستُم ز۵  ِنَْيتَِمئاق َرْيَغ ْيَسَْوق ابُْطق ْنَُكيلَو
ا؟ جد؟ا ِسَْوق ِبْيَج ََةبِْسن ّنإ ُلوقَأف ،ط ح َْيَتطُْقن ز؟ ب
ا ِسَْوق ِبْيَج َىلإ؟ ج ِسَْوق ِبْيَج َِةبِْسن ْنِم ٌةّفلؤمھ؟د٦ 
د ِسَْوق ِبْيَج َىلإ؟ب ِسَْوق ِبْيَج َِةبِْسن ْنِمو ز؟ َىلإ ح
 ْيَج ِسَْوق ِبھ؟ َسَْوق ُلَعَْجن ّانلأ ،طج؟ك٧  ِسَْوِقل ًَةيِواسُم
د؟ح يَسَْوق ُجِرُْخنَو ز؟ كب>؟ ج ةطقن َىلَع ناِيقتَْلتف
 ُسَْوق ُنوَكَيف ،<لك؟د ِسَْوِقل ًَةيِواسُم ل؟ ھل ُسَْوقو؟ ح
 ِسَْوِقلھ؟ ّنأ ِلْجأ ْنِم ْنَِكلَو ،ط َيِھ ام َىلَع َةَروصلا
ا ِسَْوق ِبْيَج َُةبِْسن ُنوَكي ِهَْيلَع؟ب ِسَْوق ِبْيَج َىلإ ب؟ ح
ا ِسَْوق ِبْيَج َِةبِْسن ْنِم ًَةفﱠلَؤُم؟ ج ِسَْوق ِبْيَج َىلإج؟ ك
 ِسَْوق ِبْيَج َِةبِْسن ْنِموك؟ل ِسَْوق ِبْيَج َىلإ ل؟ ح
/]٣۵ظ[ ب> ِسَْوق ِبْيَج <َُةبِْسن> ُنوَكيَو؟ ِبْيَج َىلإ ا
 ِسَْوقج؟ب <ِسَْوق ِبْيَج َِةبِْسن ْنِم ًَةفﱠلَؤُم ا؟ َىلإ ح
ل ِسَْوق <ِبْيَج>؟ل ِسَْوق ِبْيَج َِةبِْسن ْنِمو ح؟ ك َىلإ
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mais l’arc KC est égal à l’arc DG, l’arc KL est 
égal à l’arc DE et l’arc LH est égal à EI, d’où 
le rapport du Sinus de l’arc AB au Sinus de 
l’arc AC est composé du rapport du Sinus de 
l’arc DE au Sinus de l’arc DG et du rapport 
du Sinus de l’arc BH au Sinus de l’arc EI. Il 
est clair aussi que le rapport du Sinus de l’arc 
BC au Sinus de l’arc CA est composé du rap-
port du Sinus de l’arc EG au Sinus de l’arc 
DG, et du rapport du Sinus de l’arc BH au 
Sinus de l’arc EI. C’est ce que nous voulions 
démontrer. 
 ِسَْوق ِبْيَجك؟ج َسَْوق ّنَِكلَو ،ك؟ جد ِسَْوِقل ٌَةيِواسُم؟ ز
 َسَْوقوك؟د ِسَْوِقل ٌَةيِواسُم ل؟ ھل َسَْوقو؟ ِسَْوِقل ح
ھ؟ط َُةبِْسنف ،٨ ا ِسَْوق ِبْيَج؟ا ِسَْوق ِبْيَج َىلإ ب؟ ج
د ِسَْوق ِبْيَج َِةبِْسن ْنِم ٌَةفﱠلَؤُم؟ ھد ِسَْوق ِبْيَج َىلإ؟ ز
ب ِسَْوق ِبْيَج َِةبِْسن ْنِمو؟ ِسَْوق ِبْيَج َىلإ حھ؟ َنِمو .ط
 ََةبِْسن ّنأ ًاضْيأ ِنﱢَيبلاب ِسَْوق ِبْيَج؟ ج ِسَْوق ِبْيَج َىلإ
ج؟ ِسَْوق ِبْيَج َِةبِْسن ْنِم ٌَةفﱠلَؤُم اھ؟ ِسَْوق ِبْيَج َىلإ ز
د؟ب ِسَْوق ِبْيَج َِةبِْسن ْنِمو ز؟ح٩  ِسَْوق ِبْيَج َىلإھ؟ .ط
 َنﱟَيُبن ْنأ انْدَرأ ام َِكلَذو".
١ ؛وذ :اوذ .٢ ؛ةثلث :ةثلاث .٣ ؛ثدحا :تذخأ.
٤. ؛ثدحا :تذخأ۵ ؛نييواستم :نيتيواستم .
٦.ھ؟ :دھ؟ز ؛٧ .ج؟ :كح؟ك ؛٨. :َُةبْسِنف
ةبسنو ؛٩.ب؟ل :ح؟ح.
Ibn ‘Irāq commente la démonstration de la proposition III. 3 de Ménélaüs. Il 
écrit ([Ibn ‘Irāq 1998, p. 66-67], [Ibn ‘Irāq, MSb, folio 35v]) (voir la Fig. 5a) : 
Même si c’était comme l’auteur men-
tionne, lorsqu’il démontre - en se basant 
sur la figure ‘secteur’ - que le rapport du 
Sinus de l’arc AB au Sinus de l’arc BH est 
composé du rapport du Sinus de l’arc KL 
au Sinus de l’arc LH et du rapport du 
Sinus de l’arc AC au Sinus de l’arc KC, 
puis il dit que le rapport du Sinus de l’arc 
AB au Sinus de l’arc AC - le cinquième - 
est composé du rapport du Sinus de l’arc 
BH - le second - au Sinus de l’arc LH - le 
quatrième - et du rapport du Sinus de 
l’arc KL - le troisième - au Sinus de l’arc 
KC - le sixième -, il a besoin d’une dé-
monstration supplémentaire ; mais puis-
que le rapport du Sinus de l’arc AB au 
" ُّهنإف ِباتِكلا ُبِحاص ُهُرُكَْذي امَك َناك ْنإو ،اَذھ
 ََةبْسِن ّنأ ِعاَّطقلا ِلْكَشلا َنِم َم ﱠَدق امِب َنﱠَيَبت َنيح
ا ِبْيَج؟ب ِبْيَج َىلإ ب؟ َِةبْسِن ْنِم ٌَةفﱠلَؤُم ح
 ِبْيَجك؟ل١ ل ِبْيَج َىلإ؟ ِبْيَج َِةبْسِن ْنِمو ح
ا؟ ج ِبْيَج ىَلإك؟ج ِبْيَج ََةبْسِن ّنإ ُلوَقي ُّمث ،
ا؟ا ِبْيَج َىلإ ب؟ج َِةبْسِن ْنِم ٌَةفﱠلَؤُم ،ِسِماخلا ،
ب ِبْيَج؟لا ،ح َىلإ ،يناث>ل <ِبْيَج؟ ،ح
 ِبْيَج َِةبْسِن ْنِمو ،ِعِبارلاك؟ل
٢ َىلإ ،ِثِلاثلا ،
 ِبْيَجك؟ج ِةَدايِز َىلإ ُجاتَْحي ّهنإف ،ِسِداسلا ،
ا ِبْيَج ََةبْسِن ّنلأ نَِكلَو ،ٍناھُْرب؟ ِبْيَج َىلإ ب
ا؟ ج َةيِواز ِبْيَج َِةبْسِنَك ج َلإ ،ب َِةيِواز ِبْيَج ى
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Sinus de l’arc AC est égal au rapport du 
Sinus de l’angle C au Sinus de l’angle B, 
le rapport du Sinus de l’arc ED au Sinus 
de l’arc DG est égal au rapport du Sinus 
de l’angle G au Sinus de l’angle E et les 
deux angles G, C sont égaux ; alors le 
rapport du Sinus de l’arc AB au Sinus de 
l’arc AC est composé du rapport du Sinus 
de l’arc ED au Sinus de l’arc DG et du 
rapport du Sinus de l’angle E au Sinus de 
l’angle B ; mais le rapport du Sinus de 
l’arc BH au Sinus de l’arc LH est égal au 
rapport du Sinus de l’angle L – qui est 
égal à l’angle E – au Sinus de l’angle ex-
térieur B dont la somme avec l’angle in-
térieur B est égale à deux angles droits. 
Par conséquent, le rapport du Sinus de 
l’arc AB au Sinus de l’arc AC est com-
posé du rapport de l’arc BH au Sinus de 
l’arc LH – qui est égal au rapport du Si-
nus de l’angle E au Sinus de l’angle B – 
et du rapport du Sinus de l’arc KL au 
Sinus de l’arc KC. C’est ce qu’il fallait 
montrer. » 
 ِبْيَج َُةبْسِنوھ؟د ِبْيَج ىَلإ د؟ ِبْيَج َِةبْسِنَك ز
 َِةيِواز ِبْيَج َىلإ ز َِةيِواز ھ ز اَتيِوازو ج
ا ِبْيَج َُةبْسَِنف ِناتيِواَستُم؟ا ِبْيَج َىلإ ب؟ ج
 ِبْيَج َِةبْسِن ْنِم ٌَةفﱠلَؤُمھ؟د ِبْيَج َىلإ د؟ ْنِمو ز
 َيِواز ِبْيَج َِةبْسِن ِة ھب َِةيِواز ِبْيَج ىَلإ
٣ ّنَِكل ،
ب ِبْيَج ََةبْسِن؟ل ِبْيَج ىَلإ ح؟ ِبْيَج َِةبْسِنَك ح
 َِةيِوازِل َِةيِواسُمـلا ل َِةيِواز ھ َِةيِواز ِبْيَج ىَلإ
 ِنَْيتعومْجَم َِةلِخادلا عم َيِھ يّتلا ِةَجِراخلا ب
ازِل ِناتلِداعُما ِبْيَج َُةبْسَِنف ؛ِنَْيتَمِئاق ِنَْيَتيِو؟ ب
ا ِبْيَج ىَلإ؟ جب ِبْيَج َِةبْسِن ْنِم ٌَةفﱠلَؤُم؟ح
٤ ىَلإ
ل ِبْيَج؟ َِةيِواز ِبْيَج َِةبْسِِنل َِةيِواسُمـلا ح ھ ىَلإ
 ِبْيَج َِةبْسِن ْنِمو> ب َِةيِواز ِبْيَجك؟ ىَلإ ل
 ِبْيَجك؟ .<ج َّنَيُبي نأ يَغبَْني اّمم َكِلَذو."
١ .ك؟ :لك؟ ؛د٢ك .؟ :لك؟ ؛د٣ ؛د :ب .٤.ب؟ :ح
بحل؟.
Commentaire sur la note d’Ibn ‘Irāq. 
Ibn ‘Irāq indique que l’implication 37 
Sin( arc( AB )) Sin( arc( KL )) Sin( arc( AC ))
Sin( arc( BH )) Sin( arc( LH )) Sin( arc( KC ))
Sin( arc( AB )) Sin( arc( BH )) Sin( arc( KL ))
                 ,
Sin( arc( AC )) Sin( arc( LH )) Sin( arc( KC ))
= ⋅
⇒ = ⋅
 
utilisée par Ménélaüs n’est pas bien fondée. Il propose sa propre démonstration basée 
sur « la figure qui dispense » 38. 
                                                
37 Contrairement à Ménélaüs, Ibn Hūd explique ce passage logique. Il écrit que cette implication a lieu, d’après la 
quatrième méthode parmi les dix-huit méthodes de composition des rapports (voir la traduction, proposition n° 37).  
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Nous avons
Sin( arc( AB )) Sin( angl ( C ))
,
Sin( arc( AC )) Sin( angl ( B ))
=
Sin( arc( ED )) Sin( angl ( G ))
Sin( arc( DG )) Sin( angl ( E ))
=  
et angle(G) = angle(C) ; par suite, nous obtenons (voir la note 25 [la composition des 
rapports]) : 
Sin( arc( AB )) Sin( angl ( C )) Sin( angl ( E ))
Sin( arc( AC )) Sin( angl ( B )) Sin( angl ( E ))
Sin( angl ( G )) Sin( angl  ( E ))
                         
Sin( angl ( E )) Sin( angl ( B ))
Sin( arc( ED ))
                         
Sin( arc( DG ))
= ⋅
= ⋅
=
Sin( angl ( E ))
Sin( angl ( B ))
,⋅
 
mais  
Sin( arc( BH )) Sin( angl ( L ))
Sin( arc( LH )) Sin( angl ( ext ( B )))
=  
et puisque  
angle(L) = angle(E)  
et que 
angle(B) + angle(ext(B)) = 2 drt, 
nous trouvons 
Sin( arc( BH )) Sin( angl ( E ))
Sin( arc( LH )) Sin( angl ( B ))
= . 
En conséquence 
Sin( arc( AB )) Sin( arc( ED )) Sin( arc( BH ))
Sin( arc( AC )) Sin( arc( DG )) Sin( arc( LH ))
.= ⋅  
C.Q.F.D. 
                                                                                                                                          
38 Dans la démonstration d’Ibn ‘Irāq, puisqu’il a choisi le cas où arc(DG) > arc(AC), il faut considérer la Fig. 5a. Le 
choix indiqué n’influe pas sur le résultat final de la proposition n°37, puisque les sinus de deux angles sup-
plémentaires sont égaux. 
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§ 13 - Proposition n° 38.  
Soient ABC et DEG deux triangles sphériques sur la même sphère ; et soit K (resp. 
L) le pôle de cercle(AC) (resp. cercle(DG)) qui est du même côté que B (resp. E), par 
rapport au cercle(AC) (resp. cercle(DG)). Désignons par H le point d’intersection de 
arc(KB) et de arc(AC) et par I celui de arc(LE) et de arc(DG). 
Si angle(A) = angle(D) ≠ drt et angle(C) = angle(G) ≠ drt, alors 
hom( AH ) hom( DI )
hom( HC ) hom( IG )
= . (Voir la Fig. 6) 
Preuve.  
Considérons les deux triangles BHC et EIG. Nous avons 
angle(H) = angle(I) = drt et angle(C) = angle(G) ≠ drt. 
D’après la proposition n° 37 (relation 1), nous déduisons 
hom( IE ) hom( BH ) hom( EL )
hom( IG ) hom( CH ) hom( BK )
= ⋅   
D’où  
(1) 
hom( CH ) hom( BH ) hom( EL )
hom( GI ) hom( EI ) hom( BK )
= ⋅ . 
Procédons, par analogie, pour les deux triangles BHA et EID, nous trouvons 
(2) 
hom( AH ) hom( BH ) hom( EL )
hom( DI ) hom( EI ) hom( BK )
= ⋅ . 
  Sur le théorème de Ménélaüs et ses applications dans les Sphériques de l’Istikmāl d’Ibn Hūd  47 
En comparant les deux dernières relations, nous obtenons 
hom( AH ) hom( CH )
hom( DI ) hom( GI )
= . 
C.Q.F.D. 
Nous trouvons, comme auparavant, le même résultat chez Ménélaüs [Ibn ‘Irāq 
1998, proposition III. 4, p. 67-68]. Hormis le fait qu’Ibn Hūd utilise dans sa proposition 
le terme « homologue » au lieu du terme « Sinus » utilisé par Ménélaüs, nous remar-
quons une quasi-coïncidence textuelle dans les propositions correspondantes des deux 
auteurs. Pour démontrer les deux relations (1) et (2) de la proposition n° 38, Ménélaüs et 
Ibn Hūd doivent considérer, dans leurs démonstrations, deux couples de triangles 
rectangles intermédiaires : (AHB, DIE) et (BHC, EIG). En comparant les textes des deux 
auteurs, nous trouvons qu’Ibn Hūd démontre seulement la relation (1) qui peut être 
démontrée, en considérant le premier couple de triangles. Le texte d’Ibn Hūd contient 
une longue phrase répétée. Il semble qu’il y ait une erreur de copiste. Malgré la diffé-
rence indiquée, la démonstration conserve la même forme chez les deux auteurs. 
Exposons, par la suite, la proposition mentionnée de Ménélaüs.  
Proposition (Les Sphériques de Ménélaüs-Ibn ‘Irāq, proposition III. 4. [Ibn ‘Irāq 1998, 
p. 67-68], [Ibn ‘Irāq, MSb, folios 35v-36r]) 
Soient deux figures trilatères telles que 
les angles à la base sont non droits et égaux, 
chacun à son angle homologue. Si on mène 
des sommets des deux figures leurs hauteurs, 
alors les Sinus des arcs découpés sur la base 
sont proportionnels. (Voir la Fig. 6). 
<Exemple :>  
soient deux figures trilatères ABC et 
DEG. Que l’angle en A soit égal à l’angle en 
D, que l’angle/[36r]  en C soit égal à l’angle 
en G et qu’aucun de ces angles ne soit droit. 
Menons des deux points B et E deux perpen-
diculaires aux bases AC et DG, soient BH et 
EI. Je dis que le rapport du Sinus de l’arc AH 
au Sinus de l’arc HC est égal au rapport du 
Sinus de l’arc DI au Sinus de l’arc IG. 
<Démonstration :>  
 ُلْكَشلا"  ُعِبارلا،
اوَذ ِنلاْكَش َناك اذإ١  َتناكو ٍعلاْضأ َِةثَلاث
 َِيواز ﱡلك ،ًَةِيواَستُم ِةَدِعاقلا َىلَع يّتلا امھاياوَز َْملَو ،اھتَريَظنَو ٍة
 ِْنَيلْكَشلا ادومَع َِجرُْخأَو ٍةَِمئاقب اُمْھنِم ٌَةِيواز ْنَُكي٢  َْيَتْطُقن نم
 .ٌَةبِساَنتُم ِةَدِعاقلا َنِم ُلَِصْفَنت يّتلا ﱢيِِسقلا َبويُج ّنَإف اِمْھيَسأَر
اوَذ ِنلاْكَش ْنَُكْيَلف٣ ا اِمْھَيلَع ،ٍعلاْضأ َِةثَلاث ب   جد ھ  ِنَُكيلَو ز
 يّتلاو د َِةْطُقن َْدنِع يّتلا َِةِيوازِلل ًَةِيواسُم ا َِةْطُقن َْدنِع يّتلا َُةِيوازلا
 َْدنِع٤  َِةْطُقن/]٣٦و[  ج َِةِيوازِلل  ُنوَكي لاَو ز َِةْطُقن َْدنِع يّتلا
 ب َْيَتْطُقن ْنِم ُِجرُْخنَو ًةَِمئاق اياوَزلا ِهَِذھ ْنِم ٌةَدِحاو ھ ِْنيَدومَع
ا َْيتَدِعاق َىلَع؟ جد؟ب اُمھَو ز؟ حھ؟ ِْبيَج ََةبِْسن ّنإ ُلوقَأف .ط
ا ِسَْوق؟ح ِسَْوق ِْبيَج َىلإ ح؟ج۵ د ِسَْوق ِْبيَج َِةبِْسنَك؟ َىلإ ط
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posons les pôles des deux arcs AC et DG 
les deux points K et L. Puisque les deux an-
gles aux points H et I sont droits, les deux 
angles aux deux points D et A sont égaux et 
que les deux points K et L sont les pôles des 
deux arcs AC et DG, donc le rapport du Sinus 
de l’arc AH au Sinus de l’arc DI est composé 
du rapport du Sinus de l’arc BH au Sinus de 
l’arc EI et du rapport du Sinus de l’arc EL au 
Sinus de l’arc BK. De même, les deux angles 
en H et I des deux bases sont droits et les 
deux angles en C et G sont égaux et non 
droits, donc le rapport du Sinus de l’arc CH 
au Sinus de l’arc GI est composé du rapport 
du Sinus de l’arc BH au Sinus de l’arc EI et 
du rapport du Sinus de l’arc EL au Sinus de 
l’arc BK. Par conséquent, le rapport du Sinus 
de l’arc AH au Sinus de l’arc DI est égal au 
rapport du Sinus de l’arc CH au Sinus de 
l’arc GI. Si l’on permute, ils seront égale-
ment proportionnels. C’est ce que nous vou-
lions démontrer. 
ط ِسَْوق ِْبيَج؟ا ْيَسَْوق َْيْبُطق ُلَعَْجن ّانلأ .ز؟ جد؟ َْيَتْطُقن ز ك
 ّنأو ِناتَِمئاق ط ح َْيَتْطُقن َْدنِع ِْنَيّتللا ِْنَيَتِيوازلا ّنَلأف .ل
 ّنأَو ِناَتِيواَستُم ا د َْيَتْطُقن َْدنِع ِْنَيّتللا ِْنَيَتِيوازلا َْيَتْطُقن ك اُمھ ل
اْبُطق٦ ا ْيَسَْوق؟ جد؟ا ِسَْوق ِْبيَج َُةبِْسن ُنوَكي ز؟ ِْبيَج َىلإ ح
د ِسَْوق؟ب ِسَْوق ِْبيَج َِةبِْسن ْنِم ًَةفﱠلَؤُم ط؟ ِسَْوق ِْبيَج َىلإ ح
ھ؟ ِسَْوق ِْبيَج َِةبِْسن ْنِمو طھ؟ َْوق ِْبيَج َىلإ لب ِس؟ك ،
 <ط> ح َْيَتْطُقن َْدنِع ِْنَيتَدِعاقلا َْدنِع ِْنَيّتللا ِْنَيَتِيوازلا ّنَإف ًاْضيأو
 َْيَتْطُقن َْدنِع ِناّتللا ِناَتِيوازلاو ،ِناتَِمئاق ج اتَْسَيلَو ِناَتِيواَستُم ز
 ِسَْوق ِْبيَج َُةبِْسن ُنوَكَيف ،ِْنَيتَِمئاقبج؟ز ِسَْوق ِْبيَج َىلإ ح؟ ط
 َؤُمب ِسَْوق ِْبيَج َِةبِْسن ْنِم ًَةفﱠل؟ ِسَْوق ِْبيَج َىلإ حھ؟ ْنِمو ط
 ِسَْوق ِْبيَج َِةبِْسنھ؟ب ِسَْوق ِْبيَج َىلإ ل؟ ك َِكلَِذل ُنوَكيَو
 َُةبِْسن٧ ا ِسَْوق ِْبيَج؟د ِسَْوق ِْبيَج َىلإ ح؟ ِسَْوق ِْبيَج َِةبِْسنَك ط
ج؟ حز ِسَْوق ِْبيَج َىلإ؟ .ًَةبِساَنتُم ُنوَكت <ًاْضيأ> اْنلَّدب اذإَو ط
 َنﱟَيُبن ْنأ انْدَرأ ام َِكلَذو".
١اَوذ .:  ؛وذ٢ ؛نيلكشلل :نيلكشلا .٣اَوذ .:  ؛ وذ٤ د َِةْطُقن .
 ؛نميلأا شماھلا ىلع تفيضأ :َْدنِع يّتلاو۵ح .؟ك :ج؟ج ؛
٦. يْبُطق :اْبُطق٧ :َُةبِْسن ..هبشت
§ 14 - Proposition n° 39. 
1. Si ABC est un triangle sphérique et si D est un point de arc(AC), alors arc(BD) 
est bissecteur de angle(ABC) si et seulement si 
(1) 
hom( BA ) hom( BC )
hom( AD ) hom( CD )
= . 
2. Si DBC est un triangle sphérique et si A est un point sur le prolongement de 
arc(CD), alors arc(BA) est bissecteur de l’angle adjacent supplémentaire de angle(CBD) 
si et seulement si 
(2) 
hom( DB ) hom( DA )
hom( BC ) hom( AC )
= . 
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Preuve.  
1. Supposons que angle(ABD) = angle(DBC), (voir la Fig. 7). 
Nous trouvons, d’après la relation  
angle(BDA) + angle(BDC) = 2 drt, 
que les deux triangles BAD et BCD vérifient l’hypothèse de la proposition n°36 (1). Par 
conséquent  
hom( BA ) hom( BC )
hom( AD ) hom( CD )
= . 
Réciproquement (voir la Fig. 7), si la relation (1) est satisfaite, les deux relations 
angle(BDA) + angle(BDC) = 2 drt et angle(CBA) < 2 drt, entraînent l’égalité  
angle(CBD) = angle(DBA 39. 
2. Considérons maintenant les deux triangles ABD et ABC (voir la Fig. 7a). L’angle 
A est commun aux triangles ABD et ABC et la somme angle(DBA) + angle(CBA) est 
égale à deux angles droits, donc ces deux triangles vérifient l’hypothèse de la pro-
position n° 36 et par suite 
hom( DB ) hom( DA )
hom( BC ) hom( AC )
= . 
Réciproquement, supposons que la relation (2) soit satisfaite et désignons par C′ le 
point diamétralement opposé au point C (voir la Fig. 7b). Nous avons :  
hom(BC) = hom(BC′) et hom(AC) = hom(AC′). 
Ce qui entraîne la relation  
                                                
39 Voir le commentaire de la proposition n° 36. 
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hom( DB ) hom( DA )
hom( BC ') hom( AC ')
= . 
En appliquant le résultat de la proposition n° 36 au couple des triangles ABD, 
ABC′, nous trouvons  
angle(DBA) = angle(ABC′). 
C.Q.F.D. 
Nous trouvons, chez Ménélaüs, les mêmes résultats formulés dans deux 
propositions exposées par la suite : 
Proposition (Les Sphériques de Ménélaüs-Ibn ‘Irāq, proposition III. 6. [Ibn ‘Irāq 1998, 
p. 72-73], [Ibn ‘Irāq, MSb, folios 38v-39r]) 
Si l’angle d’une figure trilatère 
est divisé en deux moitiés, les 
rapports des Sinus de deux côtés aux 
Sinus des arcs découpés sur la base 
sont égaux. La réciproque et la 
permutation sont également va-
lables. 
<Exemple :>  
soit la figure trilatère ABC. Que 
l’arc BD partage l’angle B en deux 
moitiés. 
Je dis que le rapport du Sinus de 
l’arc AB au Sinus de l’arc AD est 
égal au rapport du Sinus de l’arc 
BC au Sinus de l’arc DC, (voir la 
Fig. 7). 
<Démonstration :>  
Puisque ABD et CBD sont des 
figures trilatères ayant les angles 
ABD et CBD égaux et les angles en 
D sont de somme égale à deux 
angles droits, donc le rapport du 
Sinus de l’arc BA au Sinus de l’arc 
AD est égal au rapport du Sinus de 
 ُسِداسلا ُلْكَشلا"،
 ٍعلاْضأ َِةثَلاث يذ ٍلْكَش َُةيِواز ْتَمُِسق اذإ
 ْيَبْيَج َىلإ ِنْيَعْلِضلا َِيبْيَج ْيََتبْسِن ّنإف ِنَْيفْصِِنب
 َكِلَذ ُسْكَعو ِناَتيِواَستُم ِناَتبْسِن ِةَدِعاقلا ِيَمْسِق
 ِلادْبلإا ى َلَعَو ًاضْيأ َِةثَلاث وذ ٌلْكَش ْنَُكيَْلف ،ًاضْيأ
ا ِهَْيلَع ٍعلاْضأ ب جب ُسَْوق ْمِسَْقتلو ،؟ ََةيِوازلا د
،ِنَْيفْصِنب ب ِةَطُْقن َدْنِع يّتلا  ِبْيَج ََةبْسِن ّنإ ُلوقَأف
ا ِسَْوق؟ا ِسَْوق ِبْيَج َىلإ ب؟ ِسَْوق ِبْيَج َِةبْسِنَك د
ب؟ جد ِسَْوق ِبْيَج ىَلإ؟ج ْكَش ّنلأ ،ا َْيل؟ب؟ د
ج؟ب؟اوَذ د١ ا اَتيِوازَو ٍعلاْضأ َِةثَلاث؟ب؟ د
ج؟ب؟ ِناّتللا اُمھْنِم ِناَتيِوازلاو ِناَتيِواَستُم اُمھْنِم د
اتَعِمُج اذإ د ِةَطُْقن َدْنِع٢  ِنَْيَتيِوازِل ِناَتيِواسُم
ب ِسَْوق ِبْيَج َُةبْسِن ُنوَكَيف ِنَْيتَمِئاق؟ ِبْيَج َىلإ ا
ا ِسَْوق؟ب ِسَْوق ِبْيَج َِةبْسِنَك د؟ ج ِسَْوق ِبْيَج َىلإ
ج؟.د  ًَةبِساَنتُم ُنوَكت ًاضْيأ انْل ﱠَدب اذإو  ًاضْيأ ْنَُكيلَو
ا ِسَْوق ِبْيَج َُةبْسِن اُنَھھ؟ ْيَج َىلإ بب ِسَْوق ِب؟ ج
ا ِسَْوق ِبْيَج َِةبْسِنَك؟د ِسَْوق ِبْيَج ىَلإ د؟ج،  ُلوقَأف
ب َسَْوق ّنإ؟ب ََةيِواز ْتَمََسق َْدق د٣ ،ِنَْيفْصِِنب  ّنلأ
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l’arc BC au Sinus de l’arc CD. Si 
l’on permute, ils restent également 
proportionnels. Que maintenant le 
rapport du Sinus de l’arc AB au 
Sinus de l’arc BC soit égal au rap-
port du Sinus de l’arc AD au Sinus 
de l’arc DC. 
Je dis alors que l’arc BD partage 
l’angle B en deux moitiés, (voir : 
Fig. 7a et Fig. 7b). 
<Démonstration :>  
Puisque les deux angles en D 
sont aussi d’une somme égale à 
deux angles droits, le rapport du Si-
nus de l’arc AB au Sinus de l’arc 
AD est égal au rapport du Sinus de 
l’arc BC au Sinus de l’arc CD et 
que les angles /[39r] ABD et DBC 
ne sont pas de somme égale à deux 
angles droits, l’angle ABD est égal 
donc à l’angle DBC. » 
 
 ِناتلِداعُم ًاضْيأ اُمھ د ِةَطُْقن َدْنِع ِنَْيّتللا ِنَْيَتيِوازلا
 ِنَْيَتيِوازِل ا ِسَْوق ِبْيَج َُةبْسِنو ِنَْيتَمِئاق؟ ِبْيَج َىلإ ب
ا ِسَْوق؟ب ِسَْوق ِبْيَج َِةبْسِنَك د؟ج
٤  ِبْيَج ىَلإ
 ِسَْوقج؟ َُةيِواز َسَْيلَو د/]٣9و [ا؟ب؟ َُةيِوازَو د
د؟ب؟ جاتَعِمُج اذإ۵  ِنَْيتَمِئاق ِنَْيَتيِوازِل ِنَْيَتيِواسُم
ا َُةيِواَزف؟ب؟د َِةيِوازِل ٌَةيِواسُم د؟ب؟".ج
١ ؛وذ :اوَذ .٢ ؛انعمج :اتَعِمُج .٣ب :ب .؟ ؛د
٤.ب؟ :جم؟ج ؛۵.انعمح :اتَعِمُج .
Ibn ‘Irāq commente la démonstration de Ménélaüs, il écrit :  
Ménélaüs a construit ceci, en se basant sur ce qu’il a montré dans la pro-
position 2 (livre III). L’application de la « figure qui dispense » nous dispense 
de cette construction qui devient comme une répétition. ([Ibn ‘Irāq 1998, p. 73], 
[Ibn ‘Irāq, MSb, folios 39r]) 
 ََنب َْدق" ُنوَكي ُّهنَإف اَذھ ْنَع َىنَْغتُْسي ينْغُمـلا لْكَشلابو ،يناثلا ِلْكَشلا يف ُهَم ﱠَدق ام ىَلَع سولاانام اَذھ ى
".ِداعُمـلاَك 
Proposition (Les Sphériques de Ménélaüs-Ibn ‘Irāq, proposition III. 7. [Ibn ‘Irāq 1998, 
p. 73-74], [Ibn ‘Irāq, MSb, folio 39r]) : 
Supposons, de la même manière, que l’an-
gle qui succède à l’angle ABC’ 40 soit divisé 
en deux moitiés par l’arc BD (voir la Fig. 7b). 
Je dis que le rapport du Sinus de l’arc AB au 
 ُعِباسلا ُلْكَشلا"،
 ََةيِواز <يَلت> يّتلا ََةيِوازلا ُلَعَْجن ّانَإف ًاضْيأو
؟ب؟ا ج ََةبْسِن ّنإ ُلوقَأف .د؟ب ِسَْوقب ِنَْيفْصِنب ًةَموسْقَم
                                                
40 C’est-à-dire l’angle adjacent supplémentaire à l’angle ABC. 
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Sinus de l’arc BC’ est égal au rapport du 
Sinus de l’arc AD au Sinus de l’arc DC’ et 
réciproquement. 
<Démonstration :>  
Puisque les deux figures ABD et C’BD 
sont trilatères ayant l’angle D commun et la 
somme des angles ABD et C’BD égale à deux 
angles droits, le rapport du Sinus de l’arc AB 
au Sinus de l’arc AD est égal donc au rapport 
du Sinus de l’arc BC’ au Sinus de l’arc C’D. 
La permutation est valable aussi et la 
réciproque est évidente. 
؟ب ِسَْوق ِبْيَج ىَلإ ب؟ا ِسَْوق ِبْيَجج  ِبْيَج َِةبْسِنَك
؟د ِسَْوق ِبْيَج ىَلإ د؟ا ِسَْوقج ،<ًاضْيأ> َكِلَذ ُسْكَعو 
 د؟ب؟ا ْيَلْكَش ّنلأجاوذ د؟ب؟١  َُةيِوازلاو ٍعلاْضأ َِةثَلاث
 َتْشُم ٌةَدِحاو د ِةَطُْقن َدْنِع يّتلا د؟ب؟ا اَتيِوازَو اُمَھل ٌةَكَر
ج ِنَْيتَمِئاق ِنَْيَتيِوازِل ِناَتيِواسُم اتَعِمُج اذإ[و] د؟ب؟
 د؟ا ِسَْوق ِبْيَج ىَلإ ب؟ا ِسَْوق ِبْيَج َُةبْسِن َكِلَذِل ُنوَكَيف
؟ب ِسَْوق ِبْيَج َِةبْسِنَكج  ،سَْوق ِبْيَج ىَلإجد؟
٢ ،
 َو".ٌنﱢَيب َُوَھف َكِلَذ ُسْكَع اّمأَو ًاضْيأ َكِلَذ ُلادبإ
١ ؛وذ :اوذ .٢ج ..د؟ا :د؟
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II. Conclusion 
Bien que l’on trouve, dans Les Sphériques de l’Istikmāl, des énoncés plus généraux 
que ceux de Théodose41, le niveau des contenus mathématiques et démonstratifs de ces 
propositions d’Ibn Hūd ne dépasse pas, dans la plupart des cas, celui des Sphériques de 
Théodose et de Ménélaüs. En effet, Ibn Hūd rassemble des propositions des Sphériques 
de Théodose et de Ménélaüs ; mais le(s) auteur(s) de l’Istikmāl n’utilise(nt) presque 
nulle part la technique avancée du triangle sphérique pour réduire les démonstrations. Il 
faut noter ici que Ménélaüs a lui-même procédé à la reformulation de quelques énoncés 
de Théodose. Mais, il faut également remarquer que l’Istikmāl contient des démons-
trations dignes d’attention. Par exemple, dans le deuxième chapitre, Ibn Hūd énonce et 
démontre un théorème remarquable en géométrie sphérique. C’est le théorème déjà 
mentionné qui généralise la proposition III. 11 des Sphériques de Théodose et intègre 
les propositions III. 23-25 des Sphériques de Menelaüs [théorème d’Ibn Hūd]. C’est 
pour établir ce théorème – contrairement à Ibn ‘Irāq qui expose une démonstration eu-
clidienne – que le(s) auteur(s) de l’Istikmāl procède(nt) par une méthode de géométrie 
« intrinsèque ». Ibn Hūd a-t-il lui-même fait cette découverte, ou l’a-t-il empruntée pour 
l’intégrer à un livre à vocation synthétique et encyclopédique comme l’Istikmāl ? Nous 
l’ignorons mais n’avons trouvé pour l’heure aucun prédécesseur d’Ibn Hūd qui ait en-
trepris une telle recherche et démontré ce théorème de géométrie sphérique de cette 
manière [Rashed et Al-Houjairi 2010]. La démonstration de l’égalité des angles à la 
base d’un triangle sphérique isocèle42 semble comporter également un aspect innovant. 
Cette démonstration est basée sur les deux premiers cas d’égalité d’un couple de trian-
gles sphériques (c’est-à-dire, lorsque les côtés des deux triangles sont respectivement 
égaux ou bien lorsqu’un angle de l’un des triangles est égal à un angle de l’autre et que 
les côtés qui entourent l’un de ces angles sont respectivement égaux à leurs homologues 
de l’autre triangle). Malheureusement, les démonstrations des deux cas mentionnés se 
trouvaient vraisemblablement dans les paragraphes perdus du deuxième chapitre. Bien 
que la plupart des tournures terminologiques de l’Istikmāl soient empruntées, nous 
remarquons que le langage utilisé dans les énoncés ainsi que dans les textes des dé-
monstrations est parfois moins exact et moins judicieux que chez les autres mathé-
                                                
41 La généralisation est ici, en général, d’aspect purement accumulatif consistant à reformuler plus d’une proposition 
en une seule ; voir par exemple les propositions des paragraphes 18 et 19 des Sphériques d’Ibn Hūd [Al-Houjairi 
2005, vol. 1 : p. 255, 285 ; vol. 2 : p. 46, 53]. 
42 Voir les propositions no 20 et no 21 [Al-Houjairi 2005,  p. 73, 74]. 
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maticiens connus comme al-Khayyām ou Ibn ‘Irāq. Le texte manuscrit contient un nom-
bre élevé de fautes grammaticales. Nous rencontrons parfois dans les propositions des 
conditions superflues ainsi que des passages géométriques erronés. Dans plusieurs cas, 
les démonstrations ne couvrent pas toutes les possibilités que l’on doit considérer, elles 
se limitent à des cas particuliers.  
Il faut avouer cependant, que l’apparition d’un nouveau style de rédaction « en-
cyclopédique » en mathématiques dans un livre comme l’Istikmāl, nous place devant un 
problème épistémologique. Roshdi Rashed écrit : « Toute la question en revanche reste 
de savoir quand et pourquoi ce style de rédaction encyclopédique en mathématiques, qui 
était jusque-là l’apanage des philosophes, comme Ibn Sinā dans al-Shifā’, a été récupéré 
à l’ouest islamique par les mathématiciens, à l’exemple d’Ibn Hūd. Celui-ci, héritier des 
grands mathématiciens – Banū Mūsā, Ibn Qurra, Ibn Sinān, Ibn al-Haytham, Ibn al-
Samh…– pouvait engager cette rédaction encyclopédique. » [Rashed 1996, p. 979].  
À l’époque d’Ibn Hūd, l’Istikmāl représentait un grand ouvrage scientifique alors 
que sa composition exigeait, sans doute, une longue formation polyvalente en mathé-
matiques et un travail quasi-perpétuel sur la rédaction des textes. Il est donc très peu 
probable, que ce livre ait pu être composé pendant les intervalles de repos d’un dirigeant 
politique. Nous sommes enclins à penser que l’Istikmāl a été écrit par un groupe d’au-
teurs sous la direction d’un dirigeant politique qui est probablement Ibn Hūd. Il semble 
également que l’écriture d’un tel « manuel encyclopédique » en mathématiques ait été 
une partie d’une plus grande tâche consistant à rédiger des livres portant sur d’autres 
disciplines scientifiques : l’analyse du texte manuscrit montre, par les emprunts littéraux 
et massifs aux prédécesseurs, que l’Istikmāl devait être un genre classique d’un manuel 
encyclopédique en mathématiques et il était alors planifié pour inclure l’astronomie, 
l’optique et l’harmonique. 
L’Istikmāl ne couvre pas entièrement le contenu des Sphériques de Théodose et de 
Ménélaüs. Certaines propositions de ces livres manquent à la liste d’Ibn Hūd. C’est le 
cas, par exemple, de la proposition III. 5 de Ménélaüs qui était un sujet d’un débat in-
tensif dans la Tradition Géométrique Arabe. Bien qu’Ibn ‘Irāq, en se basant sur le 
théorème de sinus, ait démontré cette proposition à deux reprises bien connues, les au-
teurs de l’Istikmāl soit n’étaient pas au courant de cette démonstration, soit ils étaient 
décidés à ne pas franchir la limite connue et bien comprise des sphériques grecques 
classiques. 
Enfin, il faut noter qu’en comparant le texte d’Ibn Hūd avec celui de Ménélaüs (tel 
qu’on trouve dans le livre d’Ibn ‘Irāq) et avec les commentaires propres d’Abū Nasr, 
nous remarquons que les Sphériques de l’Istikmāl reflètent une tendance – bien que très 
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faible en l’absence du théorème des sinus – vers une reprise par des démonstrations 
« intrinsèques » de quelques théorèmes sphériques. 
III. TEXTES MANUSCRITS ET TRADUCTIONS 
§ 9 -. <Proposition n° 34> (Les Sphériques d’Ibn Hūd) [Ibn Hūd, folios 82v-83r], (voir 
la Fig. h1) 
 
 
Soient deux grands cercles sur la 
surface de la sphère, sur l’un des-
quels on sépare, à partir de l’un de 
leurs deux points d’intersection, deux 
arcs, chacun plus petit qu’un demi-
cercle. On mène de l’extrémité de 
<chacun de ces> deux arcs, deux per-
pendiculaires au plan de l’autre 
cercle. Alors le rapport de la corde du 
double de l’un des deux arcs à la 
corde du double de l’autre arc, est 
comme le rapport de la perpen-
diculaire menée de l’extrémité du 
<premier arc> à la perpendiculaire 
menée de l’extrémité de l’autre arc, 
que les arcs soient du même côté ou 
non. 
ط   مقر لكش>٣٤< ) مسر١(
 يف َُعَقت يّتلا ِماظِعلا ِرِئاوَدلا َنِم ِنَْيتَرِئاد ﱡلُك
 ْنِم ﱡَلقا ِناسَْوق اُمھادْحإ ْنِم ُلَصُْفت ،ِةَرُكلا ِطيَسب
 ْيَفْصِنىَدْحإ يَلي اّمِم ٍةَرِئاد
٠  ،امِھُِعطاَقت ْيَتَطُْقن
 ِحْطَس ىَلَع ِنادومَع ِنْيَسَْوقلا َِيفَرَط ْنِم ُجَرُْخيو
 ىَدْحإ ِفْعِض َِرتَو ََةبْسِن ّنَإف ؛ىَرُْخلأا ِةَرِئادلا
 اُمھْنِم ىَرُْخلأا ِسَْوقلا ِفْعِض َِرتَو ىَلإ ِنْيَسَْوقلا
 َك ِدومَعلا ىَلإ اھِفَرَط ْنِم ِجِراخلا ِدومَعلا َِةبْسِن
 ِتَناك ،ىَرُْخلأا ِسَْوقلا ِفَرَط ْنِم ِجِراخلا
 ِنَْيَتھِج يف وأ ٍةَدِحاو ٍَةھِج يف ًاعيمَج ِناسَْوقلا
؟ب؟ا اتَرِئاد :َكِلَذ ُلاثِم ؛ِنَْيَتِفَلتْخُمج د؟؟اھ؟ج>و< ،
يّتلا ِماظِعلا ِرِئاوَدلا َنِم اُمھَو  ِطيَسب يف
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Exemple : soient, sur la surface de 
la sphère, les deux grands cercles 
ABCD, AEC<F> /[83r] qui se 
coupent en deux points A et C. On 
sépare du cercle ACEF deux arcs AE 
et AG, chacun plus petit qu’un demi-
cercle. On mène de E et G, deux per-
pendiculaires au plan du cercle 
ABCD. 
Je dis que le rapport de la corde 
du double de l’arc AE à la corde du 
double de l’arc AG, est comme le 
rapport de la perpendiculaire menée 
du point E à la perpendiculaire me-
née du point G. 
Démonstration : l’intersection 
des deux cercles ABCD, AECF est 
leur diamètre, que ce soit AC. Des 
deux points E et G, menons deux 
perpendiculaires sur AC, soient EH 
et GI. Si elles étaient perpen-
diculaires au plan du cercle ABC, on 
aurait démontré ce que nous vou-
lions, car elles seraient dans ce cas 
les Sinus des deux arcs AE et AG. 
Sinon, menons des deux points E et 
G, deux perpendiculaires au plan du 
cercle ABCD, soient EK et GL. Elles 
sont parallèles. Menons également 
les deux droites LI, KH. Les deux 
droites EH et GI sont également 
parallèles. Mais si deux droites en-
tourant un certain angle sont paral-
lèles à deux autres droites entourant 
un autre angle, alors les deux angles 
sont égaux
43
, par conséquent, l’angle 
ةَرُكلا/]٨٣و ا َْيتَطُْقن ىَلَع اتَعَطاَقت َْدقَو [ج ،
 َلُِصفو١ ؟ا ِةَرِئاد ْنِمج؟ھ ٍةَدِحاو ﱡلُك ِناسَْوق و؟
٢ 
 ِفْصِن نم ﱡَلقأ اُمھْنِم
٣ ؟ا اُمھو ،ٍةَرِئاد ھ .ز؟ا
 ِرُْخأو َج٤  ْنِم ھ ِةَرِئاد ِحْطَس ىَلَع ِنادومَع ز
؟ب؟اج؟ا ِسَْوق ِفْعِض َِرتَو ََةبْسِن ّنإ :ُلوقَأف .د؟ ھ
 َِرتَو ىَلإ۵  يّذلا ِدومَعلا َِةبْسِنَك ز؟ا ِسَْوق ِفْعِض
 ِةَطُْقن ْنِم َجِرُْخأ ھ ُْخأ يّذلا ِدومَعلا ىَلإ ْنِم َجِر
.ز ِةَطُْقن  ُناھُرب٦ ،َكِلَذ  ّنأ َلْصَفلا  َكََرتْشملا
 ْيَتَرِئادِلا؟ب؟ج؟ا د؟ھ؟جاُمھارُْطق َُوھ و؟،  ْنَُكيَلف
 َرُْطق٧ ا؟ج،  َْيتَطُْقن نم ُجِرُْخنو ھ َىلَع ِنْيَدومَع ز
ا؟ ج اُمھَوھ َىلَع ِنْيَدومَع اناك ْنَإف ؛ط؟ز ح؟
 ِةَرِئاد ِحْطَسا؟ب؟ جانْدَرأ ام َنﱠَيَبت َْدَقف،  اُمّھنلأ
 ْيَسَْوق ابْيَجا؟ ھا َكِلَذك انوَكي مل ْنإو .ز؟،  ّانأف
 َْيتَطُْقن نم ُجِرُْخن ھ ِةَرِئاد ِحْطَس ىَلَع ِنْيَدومَع ز
ا؟ب؟جد؟،  امھوھ؟ ك ل؟ز،  ُم انوَكَيف ؛ِنَْييِزاَوت
 ط؟ل ْيﱠطَخ ًاضْيأ ُجِرُْخنوک اّطَخو .ح؟ھ ط؟ز ح؟
 ِناطيُحي ِناّطَخ ىَزاو ْنإو ؛ِنايِزاَوتُم ًاضْيأ
ىَرُْخأ ٍَةيِوازِب ِناطيُحي ِنْيَرَخآ ِنْيﱠطَخ ٍَةيِوازِب،  ّنَإف
ناَتيِواَستُم ِنَْيَتيِوازلا٨؟ح َُةيِواَزف ؛ھ؟ كاسُم ٌَةيِو
ل؟ز؟ط َِةيِوازِل.  اَتيِوازوھ؟ك؛ناتَمِئاق ط؟ل؟ز ح؟ 
 اّثَلثَُمفھ؟ح؟ك ل؟ط؟ز  َُةبْسِنف ؛ِناھِباَشتُمھ َىلإ ح؟
 َِةبْسِنَك ط؟زھ؟ كل؟ز َىلإ،  ََةبْسِن ّنَِكلَوھ َىلإ ح؟
 ِسَْوق ِفْعِض َِرتَو َِةبْسِنَك ط؟زا؟ ھ َِرتَو ىَلإ
 ِسَْوق ِفْعِضاز؟، ابْيَج اُمّھنلأ َِرتَو َُةبْسِنف ؛امھ
 ِسَْوق ِفْعِضا؟ ھ ِسَْوق ِفْعِض َِرتَو ىَلإا ز؟
                                                
43 Cette affirmation manque de précision. Les angles peuvent être supplémentaires. 
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HEK est égal à l’angle IGL. Mais les 
deux angles EKH, GLI sont droits, 
donc les deux triangles EHK, GIL 
sont semblables ; par suite, le rapport 
de EH à GI est comme le rapport de 
EK à GL. Mais le rapport de EH à GI 
est comme le rapport de la corde du 
double de l’arc AE à la corde du 
double de l’arc AG -  puisque ce sont 
leurs Sinus -  donc le rapport de la 
corde du double de l’arc AE à la 
corde du double de l’arc AG est égal 
au rapport de la perpendiculaire EK à 
la perpendiculaire GL. 
Si l’un des deux arcs AE, AG est 
du côté de AF, on montre ce que 
nous avons dit de la même manière. 
C’est ce que nous voulions mon-
trer. » 
 ِدومَع َِةبْسِنَكھ؟ كل؟ز ِدومَع ىَلإ.  ُنﱢَيُبن َكِلَذكو
انُْلق امك، ىَدْحإ ّنأ َْول٩  ْيَسَْوقا؟ ھا َِةھِج ْنِم ز؟
او؟. نﱢَيُبن ْنأ انْدَرأ ام َكِلَذو.
٠  ؛دحا :ىدحإ١. لصف ؛ةسومْطَم ّملالا :
٢.ةَدِحاودحاو : ؛٣.فصن داصلا افرح :
ناسومطم ءافلاو ؛٤.جرُخأو ءارلا افرح :
ناسومطم ميجلاو ؛۵رتو ىلإ . فللأا افرح :
ناسومطم واولاو ةروصقملا ؛٦.ناھرب: 
ةسومطم ءاھلاو ءارلاو ءابلا فرحأ ؛
٧.رطق نكيلف نونلا افرح : فاقلاو
ناسومطم ؛٨. دقف ،قيقد ريغ مكحلا اذھ
 ًايواسم نيتيوازلا عومجم ،ًلاثم ،نوكي
 ؛نيتمئاقل٩.ىدحإ ىلع خسانلا اھفاضأ :
 ةملك قوف ملقلاب برض نأ دعب ،شماھلا
.ةبسن
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§ 10 - <Proposition n° 35> (Les Sphériques d’Ibn Hūd) [Ibn Hūd, folios  83r-
83v], (voir : Fig. h2 et Fig. h3). 
 
 
Après avoir introduit ce qui pré-
cède, que les deux arcs AD et CE se 
coupent entre les deux arcs AB et BC 
au point F, et qu’ils soient des arcs de 
grands cercles situés sur une sphère, 
et que chacun d’eux soit plus petit 
qu’un demi-cercle. 
Je dis que le rapport de la corde 
du double de l’arc AB à la corde du 
double de l’arc BE est composé du 
rapport de la corde du double de l’arc 
AD à la corde du double de l’arc DF 
et du rapport de la corde du double de 
l’arc FC à la corde du double de l’arc 
CE. 
Démonstration (voir la Fig. h2) : 
menons des points A, E, F, des 
perpendiculaires au plan du cercle de 
l’arc BC, soient les perpendiculaires 
AG, EH, FI, et posons la 
perpendiculaire FI moyenne 
proportionnelle entre les deux per-
pendiculaires AG et EH. Alors, le 
rapport de AG à EH est composé du 
ي   مقر لكش>٣٥< ) مسر٢و٣(
 ْذإوانْم ﱠَدق  َةَم ﱢَدقُمـلا ِهَِذھ ، ْعَطاَقَتتَلفاميف  َنَْيب
 ْيَسَْوقا؟ب ب؟ ج اسَْوقا د؟ج؟ ھو ِةَطُْقن َىلَع، 
 يف َُعَقت يّتلا ِماظِعلا ِرِئاوَدلا نم ﱡيِسِقلا ِهَِذھ ْنَُكتلو
 ِةَرُكلا،  ِفْصِن ْنِم ﱠَلقأ اھْنِم ٍسَْوق ﱡلُك ْنَُكتلو
؛ٍةَرِئاد  ُلوقَأف،  ِسَْوق ِفْعِض َِرتَو ََةبْسِن ّنإا َىلإ ب؟
؟ب ِسَْوق ِفْعِض َِرتَو ھ َِرتَو َِةبْسِن ْنِم ٌَةفﱠلَؤُم
 ِسَْوق ِفْعِضاو؟د ِسَْوق ِفْعِض َِرتَو ىَلإ د؟،  ْنِمَو
؟و ِسَْوق ِفْعِض َِرتَو َِةبْسِنج  ِفْعِض َِرتَو َىلإ
١ 
 ِسَْوقج؟ھ. اھُْربو:َكِلَذ ُن  َِطُقن نم ُجِرُْخن ّانأ
٢ ا  ھ
؟ب ِسَْوق ِةَرِئاد ِحْطَس ىَلَع ًةَدِمْعأ وج،  َيِھو
 ُةَدِمْعأا ز؟ھط؟و ح؟،  ًاطَسَو ط؟و َدومَع ُلَعَْجنَو
 ْيَدومَع َنَْيب َِةبْسِنلا يفا ز؟ھح؟؛  َُةبْسِن ُنوَكَتف
ا ىَلإ ز؟ھ؟ ح ِن نم ًَةفﱠلَؤُم َِةبْسا ْنِمَو ط؟و ىَلإ ز؟
 َىلإ ط؟و َِةبْسِنھ؟ح.  ِدومَع َُةبْسِن اّمَأفا َىلإ ز؟
 ِدومَعھ؟ ح ِةَم ﱢَدقُمـلِاب ّاّنَيب َْدَقف،  َِرتَو َِةبْسِنَك اّھنأ
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rapport de AG à FI et du rapport de 
FI à EH. Quant au rapport de la per-
pendiculaire AG à la perpendiculaire 
EH, nous avons montré dans ce qui 
précède, qu’il est comme le rapport 
de la corde du double de l’arc AB à la 
corde du double de l’arc BE ; quant 
au rapport de la perpendiculaire AG à 
la perpendiculaire FI, il est comme le 
rapport de la corde du double de l’arc 
AD à la corde du double de l’arc DF ; 
et quant au rapport de la perpen-
diculaire FI à la perpendiculaire EH, 
nous montrons qu’il est comme le 
rapport de la corde du double de l’arc 
FC à la corde du double de l’arc CE. 
Alors le rapport de la corde du 
double de l’arc AB à la corde du dou-
ble de l’arc BE, est composé du rap-
port de la corde du double de l’arc 
AD à la corde du double de l’arc FD 
et du rapport de la corde du double de 
l’arc CF à la corde du double de l’arc 
CE. 
Je dis également que, dans le cas 
de la diérèse, le rapport de la corde 
du double /[83v] de l’arc AE à la 
corde du double de l’arc BE est com-
posé du rapport de la corde du double 
de l’arc AF à la corde du double de 
l’arc FD et du rapport de la corde du 
double de l’arc CD à la corde du 
double de l’arc CB. 
Démonstration (voir la Fig. h3) : 
menons des points A, B et D, au plan 
du cercle de l’arc CFE, les perpen-
diculaires AG, BK, DL et posons DL 
 ِسَْوق ِفْعِضا؟ب ِسَْوق ِفْعِض َِرتَو َىلإ ب؟ھ، 
 ِدومَع َُةبْسِن اّمأوا َتَو َِةبْسِنَكف ط؟و دومع َىلإ ز؟ ِر
 ِسَْوق ِفْعِضاو؟د ِسَْوق ِفْعِض َِرتَو ىَلإ د؟،  اّمأو
 ِدومَع ىَلإ ط؟و ِدومَع َُةبْسِنھ؟ ح اّھنأ ُنﱠَيَبَتَنف
؟و ِسَْوق ِفْعِض َِرتَو َِةبْسِنَك ج ِفْعِض َِرتَو ىَلإ
 ِسَْوقج؟ھ.  ِسَْوق ِفْعِض َِرتَو َُةبْسِنفا َِرتَو ىَلإ ب؟
؟ب ِسَْوق ِفْعِض ھ ٌَةفﱠلَؤُم٣  ِفْعِض َِرتَو َِةبْسِن ْنِم
 ِسَْوقاد؟و ِسَْوق ِفْعِض َِرتَو ىَلإ د؟،  َِةبْسِن ْنِمَو
 ِفْعِض َِرتَو٤  ِسَْوقج ِسَْوق ِفْعِض َِرتَو ىَلإ و؟
ج؟ھ ُنوَكت ليصَْفتلا َِةھِج َىلَع ُّهنإ ًاضْيأ ُلوقأَو ؛
 ِفْعِض َِرتَو َُةبْسِن/]٨٣[ظ ؟ا ِسَْوق ھ َِرتَو ىَلإ
؟ب ِسَْوق ِفْعِض ھ<َِرتَو> َِةبْسِن ْنِم ًَةفﱠلَؤُم
۵ 
 َِرتَو ىَلإ و؟ا ِسَْوق ِفْعِضد؟و ِسَْوق ِفْعِض، 
 ِسَْوق ِفْعِض َِرتَو َِةبْسِن ْنِمَوج ِفْعِض َِرتَو ىَلإ د؟
 ِسَْوقجب؟. :َكِلَذ ُناھُْربَو  ِطُْقن نم ُجِرُْخن ّانأ
٦ ا 
 ِسَْوق ِةَرِئاد ِحْطَس َىلإ د بج؟و؟ ھ َةَدِمْعأا ز؟
؟ب كل؟د،  َبْسِنلا يف ًاطَسَو ل؟د ُلَعَْجنَو َنَْيب ِة
 ْيَدومَعا؟ب ز؟ك ِدومَع َُةبْسِن ُنوَكَتف ،
٧  ىَلإ ز؟ا
؟ب ِدومَع ك ِدومَع ىَلإ ز؟ا ِدومَع َِةبْسِن نم ًَةفﱠلَؤُم
ل؟د، ؟ب ِدومَع ىَلإ ل؟د ِدومَع َِةبْسِن ْنِمَوك.  اّمأف
 ِدومَع َُةبْسِنا؟ب ِدومَع َىلإ ز؟ ك َِرتَو َِةبْسِنَكف 
 ِسَْوق ِفْعِضا؟ ھ؟ب ِسَْوق ِفْعِض َِرتَو َىلإھ، 
 ِدومَع َُةبْسِن امأوال؟د ِدومَع َىلإ ز؟،  َِرتَو َِةبْسِنَكف
 ِسَْوق ِفْعِضاد؟و ِسَْوق ِفْعِض َِرتَو ىَلإ و؟،  اّمأو
؟ب ِدومَع ىَلإ ل؟د ِدومَع َُةبْسِنك،  َِرتَو َِةبْسِنَك َيِھف
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moyenne proportionnelle entre les 
deux perpendiculaires AG et BK. Le 
rapport de la perpendiculaire AG à la 
perpendiculaire BK est donc composé 
du rapport de la perpendiculaire AG à 
la perpendiculaire DL et du rapport 
de la perpendiculaire DL à la perpen-
diculaire BK. Quant au rapport de la 
perpendiculaire AG à la perpendi-
culaire BK, il est comme le rapport de 
la corde du double de l’arc AE à la 
corde du double de l’arc BE ; quant 
au rapport de la perpendiculaire AG à 
la perpendiculaire DL, il est comme 
le rapport de la corde du double de 
l’arc AF à la corde du double de l’arc 
FD ; et quant au rapport de la 
perpendiculaire DL à la perpendi-
culaire BK, il est comme le rapport de 
la corde du double de l’arc DC à la 
corde du double de l’arc CB, comme 
on l’a montré dans ce qui précède. 
Alors le rapport de la corde du double 
de l’arc AE à la corde du double de 
l’arc EB est composé du rapport de la 
corde du double de l’arc AF à la cor-
de du double de l’arc FD et du rap-
port de la corde du double de l’arc 
CD à la corde du double de l’arc CB. 
C’est ce que nous voulions montrer. 
؟د ِسَْوق ِفْعِض ج َِرتَو ىَلإ  ِسَْوق ِفْعِضجب؟، 
انْم ﱠَدق يّتلا ِةَم ﱢَدقُمـلا يف َنﱠَيَبت امَك.  َِرتَو َُةبْسِنف
 ِسَْوق ِفْعِضا؟ ھ ِسَْوق ِفْعِض َِرتَو ىَلإھ ب؟
 ِسَْوق ِفْعِض َِرتَو َِةبْسِن ْنِم ٌَةفﱠلَؤُما َِرتَو ىَلإ و؟
د؟و ِسَْوق ِفْعِض،  ِسَْوق ِفْعِض َِرتَو َِةبْسِن ْنِمَو
ج؟ ِسَْوق ِفْعِض َِرتَو ىَلإ دج ؛ب؟ َكِلَذو  انْدَرأ ام
 َنﱢَيُبن ْنأ.
١.  ِشِماھلا ىلع َبِتُك ِبيتَْرتلا َىلَع ُأَدَْبنَو" :
 ِفْعِض> َِرتَو َُةبْسَِنف ،<ِسْكَعلا> َىلَع اّمأو
 اھ اب ِسَْوق ِفْعِض َِرتَو ىلإ <اھ فلأ ِسَْوق
 َِرتَو َِةبْسِن نِم ٌةفﱠلؤُم فلأ> ِسَْوق ِفْعِض
 نِمَو لاد واو ِسَْوق ِفْعِض َِرتَو ىلإ <واو
 َِرتَو ىلإ لاد ميج ِسَْوق ِفْعِض َِرتَو َِةبْسِن
"اب ميج ِسَْوق ِفْعِض ؛٢طقن .ةطقن : ؛٣ .
ةفﱠلؤمناسومطم ءافلاو ملالا افرح : ؛٤ .
فعضسومطم ءافلا فرح : ؛۵<رتو> . :
ةسومطم  ؛٦طقن .ةطقن : ؛٧ .دومع فرحأ :
ةسومطم واولاو ميملاو نيعلا؛
§ 11 - <Proposition n° 36> (Les Sphériques d’Ibn Hūd) [Ibn 
Hūd, folios 83v-84r], (voir la Fig. h4). 
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« Si, sur la surface de la sphère, 
deux figures trilatères ont un angle 
égal à un angle, et si deux autres de 
leurs angles <pris chacun dans une 
des figures> sont soit égaux, soit 
d’une somme égale à deux angles 
droits, alors les rapports des homo-
logues des deux côtés qui sous-ten-
dent les deux angles égaux, aux 
homologues des deux côtés qui 
sous-tendent les deux autres angles 
qui sont égaux ou <d’une somme> 
égale à deux droits, sont deux rap-
ports égaux. Et réciproquement.  
J’entends par l’expression homolo-
gue de l’arc, la ligne droite qui sous-
tend <l’arc> double. 
<Exemple:> soient ABC et DEG 
deux figures trilatères ; supposons 
que l’angle qui est en A soit égal à 
l’angle D et que les angles qui sont 
aux deux points C et G soient égaux 
ou bien soient d’une somme égale à 
deux angles droits. Je dis que le 
rapport de l’homologue de AB à l’ho-
mologue de BC est égal au rapport de 
l’homologue de DE à l’homologue de 
EG. 
Démonstration : prolongeons les 
deux arcs CA et BA jusqu’en H et I 
et posons l’arc AH égal à l’arc DG et 
l’angle AHI égal à l’angle EGD ; pro-
اي   مقر لْكَش>٣٦) <مسر٤(
 ِلاكْشلأا َنِم ِْنَيلْكَش اياوَز ْنِم ِناَتيِواز َْتناك اذإ 
 ِْنَيتيِواَستُم ٍةَرُك ِطيَسب َىلَع َِةثَلاثلا ِعلاْضلأا ِتاوَذ؛ 
 ِْنَيتيِواَستُم اّمإ اُمھاياوَز ْنِم ِنايَرُْخأ ِناَتيِواز َْتناكو
اتَعِمُج اذإ ِْنَيتَِمئاق ِْنَيَتيِواِزل ِْنَيَتيِواسُم اّمإو١؛  ّنإف  ََةبِْسن
 ِْنيَْعلِضلا ِيَريَظن  ِْنَيَتيِوازلا ِنارﱢتَُوي ِْنيَّذللا٢ 
 ِنارﱢتَُوي ِْنيَّذللا ِْنيَْعلِضلا ِيَريَظن َىلإ ِْنَيتيِواَستُمـلا
 ِْنَيَتيِوازلا> ِْنَييَرُْخلأا<  ِْنَيتيِواَستُمـلا٣  ِْنَيَتيِواسُمـلا وأ
 ِْنَيتَِمئاِقل> ِمُج اذإاتَع< ،ِناتيِواَستُم ناَتبِْسن اُمھ ،
 ًاضْيأ َِكلَذ ُسْكَعو؛  ﱠطَخلا ِسَْوقلا ريظن يلَْوقب ينْعأو 
اَھفْعِض ُرﱢتَُوي يّذلا َميَقتْسُمـلا؛  َِةثَلاث اوَذ ِنلاْكَش ْنَُكْيَلف
 ب ا اِمْھَيلَع ،ٍعلاْضأ  ج د ھ يّتلا َُةيِوازلا ِنَُكْتلَو ز
 ُم اِمھِدَحأ نم ا َْدنِع َنِم د َْدنِع يّتلا َِةيِوازِلل ًَةيِواس
 ِرَخلآا؛ َيَتطقن َْدنِع ِناّتللا اُمْھنِم ِناَتيِوازلا ِنَُكْتلَو٤  ج ز
 ِْنَيتَِمئاق ِْنَيَتيِواِزل ِْنَيَتيِواسُم اّمإو ِْنَيتيِواَستُم اّمإ اذإ>
؛<اتَعِمُج  ّنإ ُلوقَأف ؟ب ِريَظن َىلإ ب؟ا ِريَظن ََةبِْسن ج
؟د ِريَظن َِةبِْسنَك ھ ِريَظن َىلإھز؟۵ ؛ ّنأ :ُُهناھُْرب ُجِرُْخن ا
 ْيَسَْوقجط؟ا؟ب  ح؟ا؟٦،  ِسَْوق َْلثِم ح؟ا َسَْوق ُلَعَْجنَو
ز؟د،  َِةيِواِزل ٌَةيِواسُم ط؟ح؟ا َُةيِوازوھد؟ز؟؛  ُجِرُْخنَو
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longeons les deux arcs CB et HI 
jusqu’à ce qu’ils se coupent au point 
K, ainsi l’arc AI est égal à l’arc ED et 
l’arc IH est égal à l’arc EG. Puisque 
les deux angles BCA et AHI sont, 
soit égaux, soit d’une somme égale à 
deux angles droits, l’homologue de 
l’arc CK est égal à l’homologue de 
l’arc KH ; et puisque la figure reste 
inchangée44, le rapport de l’homo-
logue de l’arc IH à l’homologue de 
l’arc KH est composé du rapport de 
l’homologue de l’arc IA à l’homo-
logue de l’arc AB et du rapport de 
l’homologue de l’arc BC à l’homo-
logue de l’arc CK ; mais l’homologue 
de l’arc CK est égal à l’homologue de 
l’arc KH, de sorte que le rapport de 
l’homologue de l’arc HI à l’homo-
logue de l’arc KC est composé du 
rapport de l’homologue de l’arc IA à 
l’homologue de l’arc AB et du rap-
port de l’homologue de l’arc BC à 
l’homologue de l’arc CK.  
Posons BC moyenne proportionnelle 
entre HI et CK, alors le rapport de 
l’homologue de l’arc HI à l’homo-
logue de l’arc /[84r] CK est composé 
du rapport de l’homologue de l’arc 
HI à l’homologue de l’arc CB et du 
rapport de l’homologue de l’arc CB à 
l’homologue de l’arc CK. Si nous 
enlevons45 le rapport de l’homologue 
de l’arc CB à l’homologue CK des 
deux rapports, il reste le rapport de 
l’homologue de l’arc HI à l’homo-
logue de l’arc BC égal au rapport de 
l’homologue de l’arc IA à l’homo-
logue de l’arc AB. Si nous per-
mutons, ils restent également propor-
 ْيَسَْوقج؟ ب َِةْطُقن َىلَع اِيَقْتَلت ىﱠتَح ط؟ح ك ُنوَكتف
 ِسَْوِقل ًَةيِواسُم ط؟ا ُسَْوقھ ِسَْوِقل ح؟ط ُسَْوقو د؟
ھز؟؛  ّنلأَو ؟ب َْيَتيِوازج ِناتيِواَستُم اّمإ ط؟ح؟ا ا؟٧ 
 َتَِمئاق ِْنَيَتيِواِزل ِناَتيِواسُم اّمإواتَعِمُج اذإ ِْني؛  ُنوَكي
 ِسَْوق ُريَظنج؟ ك ًَايِواسُم٨  ِسَْوق ِريَظِنلكح؟؛  ّنلأو 
 ِْهَيلَع َيِھ ام َىلَع َةَروصلا،  ِسَْوق ِريَظن َُةبِْسن ُنوَكت
ط؟ ِسَْوق ِريَظن َىلإ حك ِسَْوق ِريَظن َِةبِْسن ْنِم ًَةفﱠلَؤُم ح؟
 ِريَظن َىلإ ا؟طب؟ا ِسَْوق،  ِسَْوق ِريَظن َِةبِْسن ْنِمو
؟ب ج ِسَْوق ِريَظن َىلإج؟ك؛  ِسَْوق َريَظن ﱠنَِكلَوج؟ ك
 ِسَْوق ِريَظِنل ٍواسُمكح؟،  ِسَْوق ِريَظن َُةبِْسن ُنوَكتف
 ِسَْوق ِريَظن َىلإ ط؟حك؟ ج ِسَْوق ِريَظن َِةبِْسن ْنِم ًَةفﱠلَؤُم
ب؟ا ِسَْوق ِريَظن َىلإ ا؟ط،  ْنِمو  ِسَْوق ِريَظن َِةبِْسن
؟ب ج ِسَْوق ِريَظن َىلإج؟ك؛ ؟ب ُلَعَْجنَو ج يف ًاطَسَو
 َو ط؟ح َْنَيب َِةبِْسنلا ج؟ك؛  ِريَظن َُةبِْسن ًاضْيأ ُنوَكتف
 ِسَْوق ِريَظن َىلإ ط؟ح ِسَْوق/]84وج [؟ك  ْنِم ًَةفﱠلَؤُم
 ِسَْوق ِريَظن َىلإ ط؟ح ِسَْوق ِريَظن َِةبِْسنج،ب؟  ْنِمو
 ِن ِسَْوق ِريَظن َِةبْسج ِريَظن َىلإ ب؟  ِسَْوقج؟ك اذَإف ،
 ِسَْوق ِريَظن ََةبِْسن انْحََرطج ِسَْوق ِريَظن َىلإ ب؟ج؟ ك
 ِْلك ْنِمتا٨  َىلإ ط؟ح ِسَْوق ِريَظن َُةبِْسن َىْقَبت ِْنَيَتبِْسنلا
؟ب ِسَْوق ِريَظن ج ِريَظن َىلإ ا؟ط ِسَْوق ِريَظن َِةبِْسنَك
ب؟ا ِسَْوق.  ًَةبِساَنتُم ُنوَكت ًاضْيأ اْنلﱠَدب اذإَو؛  َسَْوق ﱠنَِكلَو
 ِسَْوِقل ٌَةيِواسُم ح؟طھ ِسَْوِقل ٌَةيِواسُم ط؟ا ُسَْوقَو ،ز؟
ھ َف ،د؟ ِسَْوق ِريَظن َُةبِْسنج ب؟ا ِسَْوق ِريَظن َىلإ ب؟
                                                
44 C.-à-d., comme le cas précédent (proposition n° 35). 
45 Il s’agit d’une simplification. 
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tionnels ; mais l’arc IH est égal à 
l’arc EG et l’arc AI est égal à l’arc 
ED, donc le rapport de l’homologue 
de l’arc CB à l’homologue de l’arc 
AB est égal au rapport de l’homo-
logue de l’arc EG à l’homologue de 
l’arc ED.  
<Réciproquement> De même, sup-
posons que l’angle qui est au point A 
soit égal à l’angle qui est au point D 
et que le rapport de l’homologue de 
l’arc CB à l’homologue de l’arc AB 
soit égal au rapport de l’homologue 
de l’arc EG à l’homologue de l’arc 
ED. 
Je dis que les deux angles qui sont 
aux deux points C et G sont soit 
égaux, soit d’une somme égale à 
deux angles droits. 
Démonstration : si nous procédons 
comme précédemment, le rapport de 
l’homologue de l’arc CB à l’homo-
logue de l’arc AB est comme le 
rapport de l’homologue de HI à 
l’homologue de AI et si nous per-
mutons ils restent également pro-
portionnels ; puisque la figure reste 
inchangée, l’homologue de l’arc HK 
est égal à l’homologue de l’arc KC et 
par suite, les deux angles IHA et 
ACB qui sont aux deux points C et G 
sont soit égaux, soit d’une somme 
égale à deux angles droits. C’est ce 
que nous voulions montrer. » 
 ِسَْوق ِريَظن َِةبِْسنَكھ ِسَْوق ِريَظن َىلإ ز؟ھد؟.  ًاضْيأو
 ّنَإف َِةيِوازِلل ًَةيِواسُم ا َِةْطُقن َْدنِع يّتلا ََةيِوازلا ُلَعَْجن ا
 ِسَْوق ِريَظن َُةبِْسن ْنَُكْتلَو ،د َِةْطُقن َْدنِع يّتلاج َىلإ ب؟
 َن ِسَْوق ِريَظن َِةبِْسنَك ب؟ا ِسَْوق ِريظھ ِريَظن َىلإ ز؟
 ِسَْوقھ ّنإ ُلوقَأف .د؟  ِْنَيَتيِوازلا َْيَتْطُقن َْدنِع ِْنَيّتللاج  ز
 اّمإ ِناَتيِواَستُم٩  ِناَتيِواسُم اّمإو <اتَعِمُج اذإ>  ِْنَيَتيِواِزل
 ِْنَيتَِمئاق.  ُُهناھُْربَو ، ّنأا  ِمﱢَدَقتُمـلا ِلَمَعلا َْلثِم اْنلِمَع اذإ
 َُةبِْسن َْتناك  ِسَْوق ِريَظنج؟ ب ب؟ا ِسَْوق ِريَظن َىلإ
 َْتناك اْنلﱠَدب اذإو ،ط؟ا ِريَظن َىلإ ط؟ح ِريَظن َِةبِْسنَك
 ًَةبِساَنتُم ًاضْيأ؛  ِْهَيلَع َيِھ ام َىلَع ُةَروصلا َِتناك اذَإف
 ّنَإف ؟ح ِسَْوق َريَظن كَكي ِسَْوق ِريَظِنل ًايِواسُم ُنوك؟ج ،
و؟ا ا؟ح؟ط اَتيِواز َِكلَِذل ُنوَكتج؟ ب اُمھ ِناّتللا
 َْيَتْطُقن َْدنِع ِناّتللا ِناَتيِوازلا ج اّمإ ز ِْنَيتيِواَستُم١٠  اّمإو
اتَعِمُج اذإ ِْنَيتَِمئاق ِْنَيَتيِواِزل ِْنَيَتيِواسُم؛  انْدَرأ ام َِكلَذو
.َنﱢَيُبن ْنأ
١ . دوصقملا ّنأ يلي اّممو اذھ نم ّنيبتي
 ناتيواز اذإ نيتمئاق نيتيوازِل ناتيواسم
اتعِمُج  أطخلا راركت نم مغرلا ىلع كلذو
 ًاضوِع "ناتمئاق" ةملك لامعتساب ّلثمتملا
 ؛"ناتيواستم" ةملك نع٢.نيتيوازلا :
 ؛ناتيوازلا٣ . نييرُخلأانيتيواستملا :
نيتمئاقلا ؛٤ .يتطقنةطقن : ؛۵ .ياز ؛لاد :
٦.جط؟ا؟ب ح؟ا؟ :ج؟ا؟ جط؟ا؟ب ؛
٧.ناتيواستم :نيتمئاق ؛٨ . خسانلا عضو
 ىلع بتكو "ايواسم" ةملك قوف ةراشإ
شماھلا نم ثلاثلا لكشلا يف كلذ نّيبت" :
ّربدت ًاذإ لصفلا اذھ. ؛"٨؛يتلك :اتلك . 
٩.ناتيواستم ؛ناتمئاق :١٠ .نيتيواستم :
.نيتمئاق
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§ 12 - <Proposition n° 37> (Les Sphériques d’Ibn Hūd) [Ibn Hūd, folios 84r-84v], 
(voir la Fig. h5). 
 
 
Si deux figures trilatères sont 
telles que deux angles <respectifs> 
parmi leurs angles à la base, sont 
égaux chacun à un angle droit et si 
les deux angles restants à la base sont 
égaux et non droits, le rapport des 
deux homologues des deux côtés en-
tourant l’angle droit de l’une des 
deux figures, l’un à l’autre, est alors 
composé du rapport correspondant 
des deux homologues des deux côtés 
entourant l’angle droit de l’autre fi-
gure, l’un à l’autre, et du rapport de 
l’homologue de l’arc qui est entre le 
point du sommet de la première 
figure et le pôle de sa base, à l’homo-
logue de l’arc, qui est entre le point 
du sommet de l’autre figure et le pôle 
de sa base. 
<Exemple> : 
soient deux figures trilatères ABC 
et DEG. Que les deux angles qui sont 
aux deux points A et D soient droits, 
que les deux angles qui sont aux 
بي   مقر لْكَش>٣٧ < مسر)۵ (
 ْتَناكو ،ٍعلاْضأ َِةثَلاث اوَذ ِنلاْكَش َناك اذإ
 يّتلا امھاياوَز نم ِناَتيِواز ﱡلك ،ِةَدِعاقلا ىَلَع
 َنِم ِناَتِيقابلا ِناَتيِوازلا ِتَناكَو ،ًةَمِئاق اُمھْنِم ٍةَدِحاو
 ِةَدِعاقلا ىَلَع يّتلا اياوَزلا١  َرْيَغ ِنَْيتيِواَستُم
 ِنْيَطيحُمـلا ِنْيَعْلِضلا ِيَريَظن ََةبْسِن ّنَإف ،ِنَْيتَمِئاق
 َىلإ اُمھُدَحأ ،ِنَْيلْكَشلا ِدَحأ نِم ِةَمِئاقلا َِةيِوازلِاب
 ِنْيَعْلِضلا ِيَريَظن َِةبْسِن ْنِم ٌَةفﱠلَؤُم ،ِرَخلآا
 َشلا َنِم ِةَمِئاقلا َِةيِوازلِاب ِنْيَطيحُمـلا ،ِرَخلآا ِلْك
 تَذُِخأ ام ىَلَع ْتَذُِخأ ام اذإ ،ِرَخلآا ىَلإ اُمھُدَحأ
 يّتلا ِسَْوقلا ِريَظن َِةبْسِن ْنِمو ،ىَلُولأا َُةبْسِنلا ِهَْيلَع
 َنَْيبو ِلّولأا ِلْكَشلا ِسأَر ِةَطُْقن َنَْيب اميف ُنوَكت
 َب اميف ُنوَكت يّتلا ِسَْوقلا ِريَظن َىلإ ِهِتَدِعاق ِبُْطق َنْي
.ِهِتَدِعاق ِبُْطق َنَْيبو ِرَخلآا ِلْكَشلا ِسأر ِةَطُْقن 
 :<َكِلَذ ُلاثِم> ،ٍعلاْضأ َِةثَلاث اوَذ ِنلاْكَش ْنَُكيَْلف
 امِھَْيلَعا ب   جد ھ ز َدْنِع ِناّتللا ِناَتيِوازلا ِنَُكتْلَو ،
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deux points C et G soient égaux et 
non droits et que H et I soient les 
deux pôles <respectifs> des deux 
arcs AC et DG. 
Je dis que le rapport de l’homo-
logue de l’arc AB à l’homologue de 
l’arc AC est composé du rapport de 
l’homologue de l’arc ED à l’homo-
logue de l’arc DG et du rapport de 
l’homologue de l’arc BH à l’homo-
logue de l’arc EI. 
Démonstration : posons l’arc CK 
égal à l’arc DG et menons l’arc HK 
<qui rencontre BC en L>. L’arc KL 
est égal à l’arc DE et l’arc LH est 
égal à l’arc EI, mais puisque la figure 
reste inchangée, le rapport de 
l’homologue de l’arc AB à l’homol-
ogue de l’arc BH est composé du rap-
port de l’homologue de l’arc AC à 
l’homologue de l’arc CK et du rap-
port de l’homologue de l’arc KL à 
l’homologue de l’arc LH, et le rap-
port de l’homologue de l’arc BA à 
l’homologue de l’arc CA est composé 
du rapport de l’homologue de l’arc 
BH à l’homologue de l’arc LH et du 
rapport de l’homologue de l’arc LK à 
l’homologue de l’arc KC, d’après le 
quatrième cas parmi les 18 cas de 
composition des rapports. Mais l’arc 
KC est égal à l’arc DG, l’arc KL est 
égal à l’arc DE et l’arc LH est égal à 
EI. Donc le rapport de l’homologue 
de l’arc AB à l’homologue de l’arc 
AC est composé du rapport de l’ho-
mologue de l’arc ED à l’homologue 
de l’arc DG et du rapport de 
 ْيَتَطُْقنا د اّتللا ِناَتيِوازلا ِنَُكتْلَو ،ِنَْيتَمِئاق اُمھْنِم ِن
 َْيتَطُْقن َدْنِعج ز  ْنَُكيلَو ،ِنَْيتَمِئاق َرْيَغ ِنَْيتيِواَستُم
 ْيَسَْوق ابُْطق؟اج ز؟د  َْيتَطُْقنط ح ََةبْسِن ّنإ ُلوقَأف .
؟ا ِسَْوق ِريَظن َىلإ ب؟ا ِسَْوق ِريَظن ج ْنِم ٌَةفﱠلَؤُم
 ِسَْوق ِريَظن َِةبْسِنھ ْنِمو ز؟د ِسَْوق ِريَظن َىلإ د؟
 َِةبْسِن ِسَْوق ِريَظن َىلإ ح؟ب ِسَْوق ِريَظنھ .ط؟
 َسَْوق ُلَعَْجن ّانأ :َكِلَذ ُناھُْربوج؟ ك ِسَْوِقل ًَةيِواسُم
؟ح َسَْوق ُجِرُْخنو ز؟د كب ىَقَْلِتل>؟ ج ِةَطُْقن ىَلَع
<ل٢ ُسَْوق ُنوَكتف ،ك ًَةيِواسُم ل؟٣ د ِسَْوِقل؟ ھ
 ِسَْوِقل ح؟ل ُسَْوقوھ ّنأ ِلْجأ ْنِم ْنَِكلَو ،ط؟
 ِريَظن َُةبْسِن ُنوَكت ،ِهَْيلَع َيِھ ام َىلَع َةَروصلا
 َِةبْسِن ْنِم ًَةفﱠلَؤُم ح؟ب ِسَْوق ِريَظن َىلإ ب؟ا ِسَْوق
؟ا ِسَْوق ِريَظن ج ِسَْوق ِريَظن َىلإج؟ ك َِةبْسِن ْنِمو
 ِسَْوق ِريَظنك َق ِريَظن ىَلإ ل؟ ُنوَكتو ،ح؟ل ِسْو
 ِسَْوق ِريَظن َىلإ ا؟ب ِسَْوق ِريَظن َُةبْسِنج ًَةفﱠلَؤُم ا؟
 ح؟ل ِسَْوق ِريَظن ىَلإ ح؟ب ِسَْوق ِريَظن َِةبْسِن ْنِم
؟ل ِسَْوق ِريَظن َِةبْسِن ْنِمو ك ِسَْوق ِريَظن َىلإ
ك؟ج٤ ِهوجُولا نِم ُعِبارلا ُهْجَولا ُّهنلأ ،  َِةِيناَمثلا
 َسَْوق ّنَِكلَو ،َِةبْسِنلا ِفيلَأت يف َرَشَعك؟ ج ٌَةيِواسُم
 ِلد ِسَْوق؟ ُسَْوقو زك؟د ِسَْوِقل ل؟ ھل ُسَْوقو؟ ح
 ِسَْوِقلھ؟ط، ا ِسَْوق ِريَظن َُةبْسِنف؟ ِريَظن ىَلإ ب
ا ِسَْوق؟ ج َِةبْسِن ْنِم ٌَةفﱠلَؤُم ِسَْوق ِريَظنھ ىَلإ د؟
ز؟د ِسَْوق ِريَظن َىلإ ح؟ب ِسَْوق ِريَظن َِةبْسِن ْنِمو ،
 ِسَْوق ِريَظنھ ِريَظن ََةبْسِن ّنأ ًاضْيأ ِنﱢَيبلا َنِمو ،ط؟
؟ب ِسَْوق ج ِسَْوق ِريَظن َىلإج َِةبْسِن ْنِم ٌَةفﱠلَؤُم ا؟
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l’homologue de l’arc BH à l’homo-
logue de l’arc EI. Il est clair aussi 
que le rapport de l’homologue de 
l’arc BC à l’homologue de l’arc CA 
est composé du rapport /[84v] de 
l’homologue de l’arc EG à l’homo-
logue de l’arc DG et du rapport de 
l’homologue de l’arc BH à l’homo-
logue de l’arc EI, parce que, si nous 
inversons le premier rapport, le rap-
port de l’homologue de CA à l’homo-
logue de l’arc AB sera égal au rapport 
de l’homologue de DG à l’homo-
logue de DE multiplié par le rapport 
de l’homologue de EI à l’homologue 
de BH. 
Si nous ajoutons46 aux deux rap-
ports équivalents le rapport de 
l’homologue de AB à l’homologue de 
BC qui est égal - comme l’on a 
montré dans la proposition précé-
dente - au rapport de l’homologue de 
DE à l’homologue EG, le rapport de 
l’homologue de CA à l’homologue de 
AB multiplié par le rapport de 
l’homologue de AB à l’homologue de 
BC, qui est égal au rapport de 
l’homologue de AC à l’homologue de 
BC, devient équivalent au rapport de 
l’homologue de l’arc DG à 
l’homologue de DE multiplié par le 
rapport de l’homologue de DE à l’ho-
mologue de EG, qui est égal au rap-
port de l’homologue de l’arc DG à 
l’homologue de GE, multiplié par le 
rapport de l’homologue de EI à l’ho-
mologue de BH, il reste alors le 
]/84[ظ  ِسَْوق ِريَظنھ ،ز؟د ِسَْوق ِريَظن ىَلإ ز؟
 ِسَْوق ِريَظن َىلإ ح؟ب ِسَْوق ِريَظن َِةبْسِن ْنِمو
ھ َُةبْسِن ْتَناك ،َىلُولأا ََةبْسِنلا انَْبَلق اذإ ّانأ َكِلَذو ،ط؟
 ِريَظنج َىلإ ز؟د ِريَظن َِةبْسِنَك ب؟ا ِريَظن ىَلإ ا؟
؟د ِريَظن ھ ِريَظن َِةبْسِنب ةّاَنثُمھ؟ ِريَظن ىَلإ ط
 ََةبْسِن ِنَْيتلداعتملا ِنَْيَتبْسِنلا ىَلَع انْدِز اذإف .ح؟ب
؟ب َىلإ ب؟ا ِريَظن ج َْدق ام ىَلَع ،َيِھ يّتلا۵  َنﱠَيَبت
 َِةبْسِنَك ،اَذھ َلَْبق يّذلا ِلْكَشلا يف َكِلَذ
٦ ؟د ِريَظن ھ
 ِريَظن َىلإھ ِريَظن َُةبْسِن ْتَناك ،ز؟ج ِريَظن َىلإ ا؟
؟ب ِريَظن ىَلإ ب؟ا ِريَظن َِةبْسِنب ةّاَنثُم ب؟ا ج يّتلا
 َِةبْسِنَك َيِھ
٧ ؟ا ِريَظن ج؟ب ِريَظن ىَلإج ًَةلِداعُم ،
؟د ِريَظن َىلإ ز؟د ِريَظن َِةبْسِِنل ھ ِريَظن َِةبْسِنب ةّاَنثُم
؟د ھ َن ىَلإ ِريظھ ىَلإ ز؟د ِريَظن َِةبْسِنَك َيِھ يّتلا ز؟
؟ز ِريَظن ھ ِريَظن َِةبْسِنب ًَةثﱠَلثُمھط؟
٨  ِريَظن َىلإ
ح؟ب٩ ؟ا ِريَظن َُةبْسِن َىقَْبَتف ج ِريَظن َىلإج ب؟
 ِريَظن َىلإ ز؟د ِريَظن َِةبْسِنَكھ ْسِنب ةّاَنثُم ز؟ ِريَظن َِةب
ھ تَناك ،ََةبْسِنلا انَْبَلق اذإف ،ب؟ح ِريَظن َىلإ ط؟
؟ب ِريَظن َُةبْسِن ج ِريَظن َىلإج ِريَظن َِةبْسِنَك ا؟ھ ز؟
 ِريَظن ىَلإ ب؟ح ِريَظن َِةبْسِنب ةّاَنثُم د؟ز ِريَظن ىَلإ
؟ط .ھ َنﱟَيُبن ْنأ انْدَرأ ام َكِلَذو.
١ . ناتيوازلا تناكو ،ةمئاق امھنم ٍةدحاو ّلك
ةدعاقلا ىلع اياوزلا نم ناتيقابلا اھفاضأ :
 ؛شماھلا ىلع خسانلا٢.  ةلمجلا هذھ ةفاضإ
 ً؛ّايوس ّصنلا لعجت٣. ةيواسم خسانلا عضو :
 كلذ ّنيبت" شماھلا ىلع بتكو ةراشإ اھقوف
                                                
46 Il s’agit d’une multiplication. 
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rapport de l’homologue de AC à 
l’homologue de CB égal au rapport 
de l’homologue de DG à l’homo-
logue de EG, multiplié par le rapport 
de l’homologue de EI à l’homologue 
de HB ; si nous inversons le rapport, 
le rapport de l’homologue de BC à 
l’homologue de CA devient égal au 
rapport de l’homologue de EG à 
l’homologue de GD multiplié par le 
rapport de l’homologue de HB à 
l’homologue de IE. C’est ce que nous 
voulions montrer. » 
لصفلا اذھ نم عبارلا لكشلا يف.؛" ٤ .فاك :
خسانلا اھتبثأ  ؛شماھلا ىلع٥.دق ام ىلع :
 ؛رطسلا قوف تفيضأ٦ ُأ . ىلع ْتَفيض
 ؛ِشِماھلا٧ . ِةَمِلَك َقَْوف ًةَراشإ ُخِسانلا َعَضَو
 ِشِماھلا ىلع َبَتَكَو "ةبسنك" ّنأ ِلْجأ نم :
 <يَريظن نيب> َِةبْسِنلا يف ٌطَسَو اب فلأ َريَظن
 ؛اب ميج ،ميج فلأ٨ .اط اھ ؛اھ اب :٩ .اح اب :
 اھ ؛اط
§ 13 - <Proposition n° 38> (Les Sphériques d’Ibn Hūd) [Ibn Hūd, folio 84v], 
(voir la Fig. h6). 
 
 
Si deux figures trilatères sont 
telles que leurs angles à la base 
soient respectivement égaux et non 
droits, alors si l’on mène des som-
mets les deux hauteurs de deux 
figures, les homologues des arcs dé-
coupés sur les deux bases sont pro-
portionnels. 
<Exemple :>  
soient ABC et DEG deux figures 
trilatères. Que l’angle en A soit égal 
à l’angle en D, que l’angle en C soit 
égal à l’angle en G et qu’aucun de 
جي  مقر لْكَش>٣٨) < مسر٦(
اوَذ ِنلاْكَش َناك اذإ١ ،ٍعلاْضأ َِةثَلاث  ْتَناكو
 ٍَةيِواز ﱡلُك ،ًةيِواَستُم ِةَدِعاقلا ىَلَع يّتلا امھاياوَز
اھِتَريَظِنل،  َْملَو َت ًةَمِئاق اھنِم ٌَةيِواز ْنُك،  َجِرُْخأو
دومَعا اامِھْيَسأَر َْيتَطُْقن نِم ِنَْيلْكَشل،  َرِئاَظن ّنَإف
 َت يّتلا ﱢيِسِقلا ًَةبِساَنتُم ُنوَكت ِنَْيتَدِعاقلا َنِم ُلِصَفْن .
 ٍعلاْضأ َِةثَلاث اوَذ ِنلاْكَش ْنَُكيَْلف :<َكِلَذ ُلاثِم>
ا ،امِھَْيلَع ب   جد ھ ز.  َدْنِع يّتلا َُةيِوازلا ِنَُكتْلَو 
<ِةَطُْقن> د ِةَطُْقن َدْنِع يّتلا َِةيِوازِلل ًَةيِواسُم ا، 
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ces angles ne soit droit. Menons des 
deux points B et E deux perpen-
diculaires respectives aux bases AC 
et DG, soient BH et EI. 
Je dis que le rapport de l’homo-
logue de l’arc AH à l’homologue de 
l’arc HC est égal au rapport de 
l’homologue de l’arc DI à l’homo-
logue de l’arc IG. 
Démonstration :  
posons les pôles des deux arcs AC 
et DG les deux points respectifs K et 
L. Puisque les deux angles aux points 
H et I sont droits et les deux angles 
aux deux points C et G sont égaux et 
non droits, le rapport de l’homologue 
de l’arc CH à l’homologue de l’arc 
GI est alors composé du rapport de 
l’homologue de l’arc BH à l’homo-
logue de l’arc EI et du rapport de 
l’homologue de l’arc EL à l’homo-
logue de l’arc BK, de sorte que le 
rapport de l’homologue de l’arc AH à 
l’homologue de l’arc DI est égal au 
rapport de l’homologue de l’arc CH à 
l’homologue de l’arc GI ; si on 
permute ils seront également propor-
tionnels. C’est ce que nous voulions 
montrer. /[85r] 
 
 َدْنِع يّتلا َُةيِوازلاو جز َدْنِع يّتلا َِةيِوازلا ُلْثِم، 
 ًةَمِئاق اياوَزلا ِهَِذھ نِم ٌةَدِحاو ُنوَكت لاو.  ْجِرُْخنلو
 ب َْيتَطُْقن ْنِم ھا ْيَتَدِعاق ىَلَع ِنْيَدومَع؟ جد؟ ز
ب اُمھَو؟ حھ؟ط.  ََةبْسِن ّنإ ُلوقَأف ح؟ا ِسَْوق ِريَظن
؟ح ِسَْوق ِريَظن ىَلإ ج ِسَْوق ِريَظن َِةبْسِنَك َىلإ ط؟د
 َْيبُْطق ُلَعَْجن ّانأ َكِلَذ ُناھُْربو .ز؟ط ِسَْوق ِريَظن
؟ا ْيَسَْوق ج ْيَتَطُْقن ز؟د ك ِنَْيّتللا ِنَْيَتيِوازلا ّنَلأف .ل
 َدْنِع ِناّتللا ِناَتيِوازلاو ،ِناتَمِئاق ط ح ْيَتَطُْقن َدْنِع
 ْيَتَطُْقن ج َت ،ِنَْيتَمِئاِقب اتَسَْيلَو ِناتيِواَستُم ز ُنوك
 َُةبْسِن
٢  ِسَْوق ِريَظنج ط؟ز ِسَْوق ِريَظن َىلإ ح؟
 ِسَْوق ِريَظن َىلإ ح؟ب ِسَْوق ِريَظن َِةبْسِن ْنِم ًَةفﱠلَؤُم
ھ ِريَظن َىلإ ح ب ِسَْوق ِريَظن َِةبْسِن ْنِم َةفﱠلَؤُم] ط؟
 ِسَْوق ھ[ط٣ ْنِمو ، ِسَْوق ِريَظن َِةبْسِنھ؟ ل َىلإ
؟ب ِسَْوق ِريَظن .ك ِسَْوق ِريَظن َُةبْسِن َكِلَذِل ُنوَكتو
 ِسَْوق ِريَظن َِةبْسِنَك ط؟د ِسَْوق ِريَظن ىَلإ ح؟اج ح؟
 ًاضْيأ انْل ﱠَدب اذإو ،ط؟ز ِسَْوق ِريَظن ىَلإ٤  ُنوَكت
 ْدَرأ ام َكِلَذو .ًَةبِساَنتُم َنﱟَيُبن ْنأ ان] /.85[و
١ .اوذ ؛اتاوذ :٢ . ِةَمِلَك َقَْوف ٌةَراشإ ْتَعِضُو
 ِشِماھلا ىلع َبِتُكو "ةبسن" ُهْجَولا وھ اذھ :
 ِفيلَأت يف َرَشَع َِةِيناَمثلا ِهوجُولا نم ُعِساتلا
 ؛َِةبْسِنلا٣ . ؛هفذح يغبني خسنلا يف راركت٤. 
اضيأ انلّدب اذإوىلع َتِتبُْثأ :  نأ دعب ِشِماھلا
 يف تدرو يتلا ةرابعلا قوف ِةَشيرلاب َبِرُض
.ًأطخ ّصنلا
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§ 14 - <Proposition n° 39> (Les Sphériques d’Ibn Hūd) [Ibn Hūd, folio 85r], 
(voir : Fig. h7 et Fig. h7a). 
 
 
Si, sur la surface de la sphère, un 
angle d’une figure trilatère, ou 
l’angle qui lui succède47, est divisé 
en deux moitiés <par un arc de 
grand cercle>, alors les deux rap-
ports des homologues de deux 
côtés <qui entourent l’angle> aux 
homologues des deux arcs dé-
coupés à la base sont égaux. La 
réciproque et la permutation sont 
valables également. 
<Exemple :> soit une figure tri-
latère ABC. Que l’arc BD divise 
l’angle qui est au point B en deux 
moitiés. 
Je dis que le rapport de l’homo-
logue de l’arc AB à l’homologue 
de l’arc AD est égal au rapport de 
l’homologue de l’arc BC à l’homo-
logue de l’arc CD. 
Démonstration (voir la Fig. 
h7) :puisque l’angle ABD est égal à 
l’angle CBD et que la somme des 
deux angles qui sont au point D est 
égale à deux droits, le rapport de 
l’homologue de l’arc BA à l’homo-
دي   مقر لْكَش>٣٩ <
 َىلَع ٍعلاْضأ َِةثَلاث يذ ٍلْكَش اياوَز نِم ٌَةيِواز ْتَمُِسق اذإ
اھيَلت يّتلا وأ ٍةَرُك ِطيَسب١  ٍةَرِئاد نم ٍسَْوِقب> ِنَْيفْصِنب
<ةميظَع ََتبْسِن ّنإف . ْي
٢  ْيَريظن َىلإ ِنْيَعْلِضلا ِيَريَظن
 ،ًاضْيأ <َكِلَذ>ُسْكَعو ِناتيِواَستُم ِناَتبْسِن ِةَدِعاقلا ِيَسَْوق
 َِةثَلاث وذ ٌلْكَش ْنَُكيَْلف :<َكِلَذ ُلاثِم> .ًاضْيأ ِلادْبلإا ىلعو
 ب ا ِهَْيلَع ٍعلاْضأ .ج َق ْمِسَْقتلَو يّتلا ََةيِوازلا د؟ب ُسْو
 ب؟ا ِسَْوق ِريَظن ََةبْسِن ّنإ ُلوقَأف .ِنَْيفْصِِنب ب ِةَطُْقن َدْنِع
[ىلإ] َىلإ٣  َِةبْسِنَك د؟ا ِسَْوق ِريَظن
٤ ؟ب ِسَْوق ِريَظن ج ىَلإ
 ِسَْوق ِريَظنجاز ّنلأ :َكِلَذ ُناھُْربو .د؟ ُلْثِم د؟ب؟ا ََةيِو
 َِةيِوازج اتَعِمُج اذإ د ِةَطُْقن َدْنِع ِناّتللا ِناَتيِوازلاو د؟ب؟
 د؟ا ِسَْوق ِريَظن َىلإ ا؟ب ِسَْوق ِريَظن َُةبْسِنف .ِنَْيتَمِئاق ُلْثِم
؟ب ِسَْوق ِريَظن َِةبْسِنَك ج ِسَْوق ِريَظن َىلإج انْل ﱠَدب اذإو .د؟
ك ْنإو .ًَةبِساَنتُم ُنوَكت َىلإ ب؟ا ِسَْوق ِريَظن َُةبْسِن ْتَنا
؟ب ِسَْوق ِريَظن ج ِسَْوق ِريَظن َىلإ د؟ا ِسَْوق ِريَظن َِةبْسِنَك
                                                
47 C’est-à-dire, l’angle supplémentaire adjacent. 
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logue de l’arc AD est égal alors au 
rapport de l’homologue de l’arc 
BC à l’homologue de l’arc CD ; si 
on permute, ils seront également 
proportionnels.  
Si le rapport de l’homologue de 
l’arc AB à l’homologue de l’arc BC 
est égal au rapport de l’homologue 
de l’arc AD à l’homologue de l’arc 
DC, je dis que l’arc BD divise 
l’angle ABC en deux moitiés. 
Démonstration (voir la Fig. h7) : 
puisque la somme des deux angles 
qui sont en D est égale à deux 
angles droits et le rapport de l’ho-
mologue de AB à l’homologue de 
AD est égal au rapport de l’homo-
logue de BC à l’homologue de CD, 
et la somme de deux angles qui 
sont en B n’est pas égale à deux 
droits, l’angle ABD est égal donc à 
l’angle DBC.  
Que l’angle qui succède à l’angle 
DBC, dans le triangle DBC, soit 
également divisé en deux moitiés 
par l’arc AB. (Voir la Fig. h7a) 
Je dis que le rapport de l’homo-
logue de l’arc DB à l’homologue 
de l’arc BC est égal au rapport de 
l’homologue de l’arc DA à 
l’homologue de l’arc AC et réci-
proquement aussi. 
Démonstration (voir la Fig. h7a) : 
puisque l’angle A est commun aux 
deux triangles ABD et ABC et que 
la somme des deux angles DBA et 
CBA est égale à deux angles droits, 
le rapport de l’homologue de l’arc 
DB à l’homologue de l’arc BC est 
égal alors au rapport de l’homo-
logue de l’arc DA à l’homologue 
de l’arc DC. La réciproque est 
évidente. C’est ce que nous vou-
lions montrer. 
؟دج؟ب؟ا ََةيِواز ْتَمََسق د؟ب َسَْوق ّنإ ُلوقَأف ، ج
 ُلْثِم د َدْنِع ِنَْيّتللا ِنَْيَتيِوازلا ّنلأ :ُُهناھُْرب .ِنَْيفْصِِنب
يَظن َُةبْسِنو ِنَْيتَمِئاق ِريَظن َِةبْسِنَك د؟ا ِريَظن َىلإ ب؟ا ِر
؟ب ج[ب] ِريَظن َىلإ۵ ج َدْنِع ِناّتللا ِناَتيِوازلا ِتَسَْيلَو د؟
 د؟ب؟ا َُةيِوازف ،ِنَْيتَمِئاق ِنَْيَتيِوازِل ِنَْيَتيِواسُمِب اتَعِمُج اذإ ب
؟ب؟د َِةيِواز ُلْثِم .ج َيِوازلا ِنَْكتَلف ًاضْيأو يَلت يّتلا ُة
؟ب؟د ََةيِواز ج؟ب؟د ِثﱠَلثُم ْنِم ج ِسَْوقب ِنَْيفْصِنب ًةَموسْقَم
 ِسَْوق ِريَظن َىلإ ب؟د ِسَْوق ِريَظن ََةبْسِن ّنإ :ُلوقَأف .ب؟ا
؟ب ج؟ا ِسَْوق ِريَظن ىَلإ ا؟د ِسَْوق ِريَظن َِةبْسِنَكج ،
 ُم ا ََةيِواز ّنلأ :ُُهناھُْرب .ًاضْيأ َكِلَذ ُسْكَعو ْيَّثَلثُمِل ٌةَكََرتْش
؟ب؟ا د؟ب؟ا ج ا؟ب؟د اَتيِوازَوج ِناتَعومْجَم ا؟ب؟
 ِريَظن َُةبْسِن َكِلَذِل ُنوَكتف ،ِنَْيتَمِئاق ِنَْيَتيِوازِل ِناَتيِواسُم
؟ب ِسَْوق ِريَظن ىَلإ ب؟د ِسَْوق ج ا؟د ِسَْوق ِريَظن َِةبْسِنَك
؟د ِسَْوق ِريَظن ىَلإ .ج َف َكِلَذ ُسْكَع اّمأو ام َكِلَذو .ٌنﱢَيب
.َنﱢَيُبن ْنأ انْدَرأ
١ .اھيلتاھولتت : ؛٢. يتبسن ؛اتبسن :٣ ةملك :ىلا .
 ؛اھفذح يغبني ةدئاز٤.  "ةبسنك" ةملك قوف ةراشإ تعضُو
شماھلا ىلع بتُكو رشع يداحلا لكشلا يف اذھ ّنيبتو :
 ؛هسكع ّنيبت هيفو لصفلا اذھ نم۵. اب يغبني دئاز فرح :
؛هفذح
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IV. PROPOSITION III. 5 DE MÉNÉLAÜS 
Énoncé : 
Soient ABC et DEG deux triangles sphériques de côtés respectifs : a = arc(BC), 
b = arc(AC), c = arc(AB) et d = arc(EG), e = arc(DG), g = arc(DE). 
Si les triangles considérés vérifient les conditions :  
1)  angle(A) = angle(D) = drt, 
2)  angle(C) = angle(G) < drt,  
3)  chacun de deux côtés  b = arc(AC)  et  e = arc(DG),  est plus petit qu’un quart 
d’une circonférence de grand cercle de la sphère, 
alors l’égalité (1) est satisfaite. 
(1)  
Sin( BC +CA )
Sin( BC −CA )
=
Sin( EG +GD )
Sin( EG −GD )
. 
Analyse 
Explicitons tout d’abord le sens « trigonométrique » de l’égalité (1)48  :  
Nous avons : 
                                                
48 L’hypothèse entraine que l’angle B est aigu,  mais l’angle C est également aigu ; par suite a > b et a > c ; de même  
les angles E et G sont aigus, par suite d > e et d > g; en effet, si par exemple l’angle B n’était pas aigu, l’arc de grand 
cercle qui est perpendiculaire en B à arc(AB), devrait couper arc(AC) en un point C′ de telle manière que arc(AC) soit 
plus grand ou égal à arc(AC′) qui est égal à un quadrant de grande circonférence ; ce qui contredit l’hypothèse. 
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(1) ⇔ 
Sin( a b ) Sin( d e )
Sin( a b ) Sin( d e )
+ +
=
− −
 ⇔ 
tg  a tg  d
1 1
tg  b tg  e
tg  a tg  d
1 1
tg  b tg  e
+ +
=
− −
  
 
⇔
tg  a
tg  b
=  
 
tg d
tg e
. 
Concrètement, nous obtenons  
tg  a
tg  b
= 
tg  d
tg  e
 = 
1
cos( angle( C ))
. 
C.-à-d. 
ctg a = ctg b . cos (angle(C)). 
La démonstration de Ménélaüs se développe de la manière suivante (voir la Fig. 
A5) : il construit sur la circonférence de grand cercle portant l’arc CB, les deux points K 
et L de sorte que  
arc(CL) = arc(CK) = arc(CA). 
Par analogie, pour le deuxième triangle, il construit les deux points O et F sur la 
circonférence de grand cercle portant l’arc GE de sorte que 
arc(GF) = arc(GO) = arc(GD). 
La forme de l’égalité à démontrer (1), devient alors : 
SinLB
SinKB 
=
SinFE
SinOE 
 
Ménélaüs considère ensuite la circonférence de grand cercle décrit autour du point 
C choisi comme pôle.  
Il suppose que les prolongements de arc(AL), arc(AC), arc(AK) et arc(AB) coupent 
cette circonférence, respectivement aux points N, S, M et H. Le point H est alors le pôle 
de arc(ACS), car angle(ASH) et angle(HAS) sont des angles droits.  
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Il joigne arc(CM) et arc(CN); chacun de ces deux arcs est un quadrant. Alors 
angle(KCM) est égal à angle(MCS)49 et angle(LCN) est égal à angle(NCS). Par analogie, 
pour l’autre figure duale, angle(EGQ) est égal à angle(QGX) et angle(FGR) est égal à 
angle(RGX). D’autre part, angle(MCS) est égal à angle(QGX) et angle(NCS) est égal à 
angle(RGX), car angle(C) est égal à angle(G).  
Mais puisque les points C et G sont les pôles respectifs de arc(NH) et arc(RI), nous 
avons arc(MS) est égal à arc(XQ) et arc(NS) est égal à arc(RX); donc arc(MH) est égal 
à arc(QI). 
Ensuite Ménélaüs introduit, sans justification, la propriété de rapport anharmonique 
de quatre circonférences de grands cercles qui passent par le point A de la surface sphé-
rique.  
Dans le cas considéré, ces circonférences sont celles qui portent arc(AN), arc(AS), 
arc(AM) et arc(AH) et qui coupent les circonférences portant arc(LB) et arc(NH). L’in-
variance du rapport anharmonique s’exprime alors sous la forme : 
                                                
49 En effet. Soit A’ le point d’intersection de arc(ACS) et arc(AKM), qui est le point diamétralement opposé à A. Dans 
le triangle CKA’, la somme arc(KC) + arc(CA’) est égale alors à une demi-circonférence de grand cercle (car 
arc(CK) = arc(CA)), arc(CK) est plus petit qu’un quadrant et arc(CM) et un quadrant; donc 
angle(KCM) = angle(MCS) et arc(A’M) = arc(MK). Voir la proposition I. 29, dans [Ibn ‘Irāq, MSb, folios 13v-14r]:  
 
 
Proposition I. 29 : Si la somme de 
deux cotés d’une figure trilatère est égale 
à une demi-circonférence de <grand> 
cercle, alors l’arc <de grand cercle> qui 
divise en deux moitiés l’angle entouré 
par les deux côtés, divise également la 
base en deux moitiés et il est un qua-
drant ; et si un arc <de grand cercle> relie 
le milieu de la base au sommet du trian-
gle, il divise cet angle-là en deux moitiés 
et il est un quadrant. 
"نورْشِعلاو ُعِساتلا ُلْكَشلا  ْنِم ِناعْلِض َناك اذإ :
 ِفْصِِنل ِنَْييِواسُم ،اعِمُج اذإ ،ٍعلاْضأ َِةثَلاث يذ ٍلْكَش
 ُمِسَْقت يتﱠلا َسَْوقلا ّنإف ،ٍةَرِئاد /]14و [ يتﱠلا ََةيِوازلا
 ًاضْيأ َةَدِعاقلا ُمِسَْقت َيِھ ،ِنَْيفْصِِنب ِناعْلِضلا اھِب ُطيُحي
 ُعْبُر َيِھَو ،ِنَْيفْصِِنب َنَْيب اميف ٌسَْوق ْتَلصُو اذإو .ٍةَرِئاد
 ،ِثﱠَلثُمـلا ِسأَر ِةَطُْقن َنَْيبَو ِةَدِعاقلا َنِم ِفْصِنلا ِةَطُْقن
".ٌعْبُر َيِھَو ِنَْيفْصِنب ََةيِوازلا َكِْلت ُمِسَْقت اّھنإف
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(2) 
SinLB

SinKB
 
SinCK
 
SinLC
 
=
SinNH
 
SinMH
 
SinSM
 
SinNS

. 
En utilisant l’identité  
SinLB

SinKB
 
=
SinLB

SinCL

SinCL

SinCK
 
SinCK
 
SinKB
 
 
 
et l’égalité arc(CL) = arc(CK), Ménélaüs trouve la relation 
SinLB
SinKB 
=
SinLB
SinCL
SinCK 
SinKB 
 
et d’après la proportion (2), il déduit l’égalité
SinLB
SinKB 
=
SinNH 
SinNS
SinMS 
SinMH 
. 
De la même manière, il obtient pour la figure duale l’égalité 
SinFE
SinEO 
=
SinIR
SinRX 
SinQX 
SinQI
. 
Mais  
arc(MH) = sin(QI), arc(MS) = arc(QX) et arc(NS) = arc(RX). 
Par suite 
hom( BA )
hom( AD )
=
hom( BC )
hom( CD )
. 
C.Q.F.D. 
Ibn ‘Irāq a écrit à propos de la démonstration de Ménélaüs :  
Ménélaüs était vague dans la démonstration de cette proposition : soit il en 
avait voulu mettre le lecteur de son livre en face d’une difficulté50, soit il 
                                                
50 Le mot douteux du texte manuscrit arabe (voir : [Ibn ‘Irāq, MSb, folio 37r, l. 10, cinquième mot] et [Ibn ‘Irāq 1998, 
p. 69 (l. 24, onzième mot)]) doit se lire «تانْعإ», c.-à-d. : « Mettre quelqu’un intentionnellement en face de confusion, 
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avait disposé de tout ce qu’il a eu besoin pour accomplir la démonstration qui 
lui paraîtrait claire d’un bref coup d’œil. (voir [Ibn ‘Irāq, MSb, folio 37r, l. 9-
12] et [Ibn ‘Irāq 1998, p 69 (l. 24), p. 70 (l. 1-2)]) 
" ِلْكَشلا اذھ َناھُْرب سولاانام ََمھبأ َدَقف، " ﱠبَحأ ّهنلأ اّمإ َتانْعإ"  ام ُرئاس ُهَدْنِع ناك وأ ِهِباتِك يف ِرِظانلا
 ٍرََظن ىَنْدِأب ُكَرُْدي ،ِناھُْربلا ِمامتإ يف ِهَْيلإ ُجاتُْحي." 
                                                                                                                                          
en lui posant une question de réponse difficile et ambiguë ». Ce mot s’utilise également comme terme médical : 
« ostéoclasie ». Il semble que Krause ait lu ce mot fautivement «  ْعإتبا », c.-à-d. : « Acceptation de la part de blâmé, de 
ce qui satisfait le blâmant ; sentir la culpabilité. » Voir [Ibn Manzur 2003, vol. 10, p. 22, 294], où l’on trouve 
l’explication suivante : 
 ؛ َّةقَشَمـلاَو ِهَْيلَع َسْبﱠللا ِهِب َدارأ ٍءْيَش ْنَع َُهلأَس :َُهَتنْعأ
La racine du mot «  ْعإتان » est un verbe «  َتَنْعأ » qui signifie : « poser à quelqu’un une question à propos de quelque 
chose qui vise à le mettre en état de confusion et de difficulté »  
.َبِتاعلا يضُْري ام ىلإ ِهَْيلَع ِبوتْعَمـلا ُعوجُر َُوھ :باتْعلإا
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Proposition III.5 ([Ibn ‘Irāq, MSb, folios 36r-37v], [Ibn ‘Irāq 1998, p. 68-69] 
(Voir la Fig. A5). 
 
Si parmi les angles aux deux bases de deux 
figures trilatères, deux angles <respectifs> 
sont aigus et égaux et deux autres sont droits ; 
et si chacun des deux côtés qui sous-tendent 
les deux angles restants dans les deux figures, 
est plus petit qu’un quadrant de <grand> 
cercle, alors le rapport du Sinus de la somme 
de deux arcs entourant l’angle aigu égal de 
l’une de deux figures, au Sinus de leur 
différence, est comme le rapport du Sinus 
/[36v] de la somme de deux arcs entourant 
l’angle aigu égal de l’autre figure, au Sinus de 
leur différence. 
Que les deux figures trilatères soient ABC 
et DEG, que les deux angles aux deux points 
A et D soient droits, que les angles aux deux 
points C et G soient aigus et égaux, et que 
chacun des deux arcs CA et DG soit plus petit 
qu’un quadrant. 
Je dis que le rapport du Sinus de la somme 
des deux arcs BC et CA au Sinus de la 
différence entre BC et CA est comme le 
rapport du Sinus de la somme des deux arcs 
EG et GD au Sinus de la différence entre EG 
et GD. En effet, on prolonge l’arc BC jusqu’à 
L, on pose chacun des deux arcs CK et CL 
égal à l’arc AC ; on mène les deux arcs AK et 
AL et on décrit autour du point C, choisi 
" ُسِماخلا ُلْكَشلا١) ، مسر٨(
اوَذ ِنلاْكَش َناك اذإ٢  َنِم ِناَتيِواز ْتَناكو ٍعلاْضأ َِةثَلاث
يّتلا اُمھاياوَز٣ امِھَْيتَدِعاق ىَلَع٤  ْتَناكو ِنَْيت ﱠداح ِنَْيَتيِواَستُم
 ِنَْيتَمِئاق اُمھْنِم َِةِيقابلا اياوَزلا َنِم ِناَتيِواز
۵  ٍدِحاو ﱡلُك َناكو٦ 
امِھْيَعْلِض ْنِم٧ نْيَّذللا٨ امِھَْيَتيِواز ِنارﱢتَُوي٩  ْنِم ﱠلقأ ِنَْيَتِيقابلا
 ِنَْيتَطيحُمـلا ِنيَسَْوقلا ِبْيَج ََةبْسِن ﱠنَإف ٍةَرِئاد ِعْبُر
١٠  َِةيِوازلِاب
 ِنَْيلْكَشلا ِدَحأ ْنِم َِةيِواسُمـلا ِة ﱠداحلا  ِلْضَف ِبْيَج َىلإ ِنَْيتَعومْجَم
 ِبْيَج َةبْسِنك اُمَھنَْيب ام]/٣٦[ظ  ِنَْيتَطيحُمـلا ِنْيَسَْوقلا
١١ 
 <ِنَْيتَعومْجَم> ِرَخلآا ِلْكَشلا َنِم َِةيِواسُْمـلا ِة ﱠداحلا َِةيِوازلِاب
 ْكَش ْنُُكيَْلف .اُمَھنَْيب ام ِلْضَف ِبْيَج ىَلإاوَذ ِنلا١٢  ٍعلاْضأ َِةثَلاث
؟ب؟ا اُمھَْيلَع ج؟دھ َتَطُْقن َدْنِع ِناّتللا ِناَتيِوازلا ِنَُكتْلَو ز؟ د ا ْي
 يتَطُْقن دنع ِناّتللا ِناَتيِوازلاو ،ِنَْيتَمِئاق ج ِنْيَتيِواَستُم ز
 ْيَسَْوق ْنِم ٍةَدِحاو ﱡلُك ْنَُكيْلَو ،ِنَْيتّداحج ِعْبُر ْنِم ﱠَلقأ ز؟د ا؟
؟ب ْيَسَْوق ِبْيَج ََةبْسِن ّنإ ُلوقَأف .ةَرِئادج ج َىلإ ِنَْيتَعومْجَم ا؟
؟ب> َنَْيب ام ِلْضَف ِبْيَجج ج ْيَسَْوق ِبْيَج َِةبْسِنك ا؟ھ د؟ز ز؟
 <ْيَسَْوق َنَْيب ام ِلْضَف ِبْيَج َىلإ ِنَْيتَعومْجَمھ ّانلأ .د؟ز ز؟
؟ب َسَْوق ُجِرُْخنج  ِيَسَْوق ْنِم ٍةَدِحاو ﱠلُك ُلَعَْجنَو <ل ىَلإ>
ج؟ج ك؟ا ِسَْوقل ًَةيِواسُم ل؟ ج؟ا ْيَسَْوق جرُخنو ك ُلَعَْجنَو ل؟ا
 َةَطُْقنج  م ح اھَْيلَع ٍةَميظَع ٍةَرِئاد ْنِم ًاَسَْوق ِهَْيلَع ﱡطَُخنَو ًابُْطق
؟ا ِسَْوِقل ًابُْطق ًاضْيأ ح ُةَطُْقن ُنوَكَيف <ن>سج َذو س؟ ّنأ َكِل
 اياوَز َىلَع س؟ا َىلَع ٌةَمِئاق س؟ح ح؟ا ْيَسَْوق ْنِم ٍةَدِحاو ﱠلُك
 ْيَسَْوق ُجِرُْخَنف ٍةَمِئاقج م؟ج؟ا َسَْوق ّنَلأف ن؟ ج ِسَْوِقل ٌَةيِواسُم
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comme pôle, un arc HMSN de grand cercle. 
Le point H est alors un pôle de l’arc ACS, car 
chacun des deux arcs AH et HS est 
perpendiculaire à <l’arc> AS. On mène les 
deux arcs CM et CN. Puisque l’arc AC est 
égal à l’arc CK et que l’arc AC n’est pas un 
quadrant de <grand> cercle alors que arc CM 
est un quadrant de <grand> cercle, l’angle 
KCM est égal à l’angle MCS. De la même 
manière on montre aussi que l’angle LCN est 
égal à l’angle NCS.  
On mène aussi l’arc EGF et on pose chacun 
des deux arcs GF et GO égal à l’arc DG ; on 
trace les deux arcs DO et DF. On décrit 
autour du point G choisi comme pôle, l’arc 
IQXR de grand cercle ; et comme 
précédemment, on montre que la ligne GQ 
divise aussi l’angle EGX en deux moitiés et 
que la ligne RG divise l’angle FGX en deux 
moitiés. L’angle MCS est égal donc à l’angle 
QGX et l’angle NCS est égal à l’angle RGX. 
Les deux points C et G sont deux pôles 
<respectifs> de deux arcs HMSN et IQXR, 
donc l’arc MS est égal à l’arc QX et l’arc NS 
est égal à l’arc RX. Par suite, l’arc MH est 
égal à l’arc IQ. Puisque les arcs AH, AM, AS 
et AN sont menés du point A au deux arcs 
BCL et HSN, le rapport du Sinus de l’arc LB 
au Sinus de l’arc BK est composé du rapport 
du Sinus de l’arc BL au Sinus de l’arc LC et 
du rapport du Sinus de l’arc LC au Sinus de 
l’arc CK et du rapport du Sinus de l’arc CK 
au Sinus de l’arc KB. Ce rapport est comme le 
rapport composé du rapport du Sinus de l’arc 
BL au Sinus de l’arc LC et du rapport du 
Sinus de l’arc CK au Sinus de l’arc KB, car 
l’arc CL est égal à l’arc CK. /[37r]51 Mais ce 
rapport est comme le rapport composé du 
rapport du Sinus de l’arc NH au Sinus de l’arc 
NS et du rapport du Sinus de l’arc MS au 
ج؟ ك؟ا ُسَْوق َسَْيلَو ج َسَْوق ّنأو ٍةَرِئاد ِعْبُرِل ٍَةيِواسُمبج ُعْبُر م؟
 َُةيِواز ُنوَكي ٍةَرِئادك؟ج؟م َِةيِوازل ًَةيِواسُم م؟ج َكِلَذَكَو س؟
؟ل ََةيِواز ّنأ ُنﱢَيُبن ًاضْيأج؟ ن؟ن َِةيِوازل ٌَةيِواسُمج ًاضْيأو .س؟
 َسَْوق ُجِرُْخن ّانَإفھ ف؟ز ْيَسَْوق ْنِم ٍةَدِحاو ﱠلُك ُلَعَْجنَو ف؟ز؟
 ُلَعَْجنَو ف؟د ع؟د ْيَسَْوق ُجِرُْخنو ز؟د ِسَْوقل ًَةيِواسُم ع؟ز
 ُن َةَطْق١٣  ق ط اھَْيلَع ٍةَميظَع ٍةَرِئاد ْنِم ًاَسَْوق ِهَْيلَع ﱡطَُخنَو ًابُْطق ز
اﱠنﱠَيب امَك ُنﱢَيُبنَو ر ش١٤  ََةيِواز ُمِسَْقي ًاضْيأ ق؟ز ﱠطَخ ّنأ ًاِفنآ
ش؟ز؟ع١۵  ْصِِنب ش؟ز؟ف ََةيِواز ُمِسَْقي ز؟ر ﱠطَخ ّنأو ِنَْيف
؟م َُةيِواز ُنوَكَيف ِنَْيفْصِِنبجس؟
١٦  ش؟ز؟ق َِةيِوازل ًَةيِواسُم
ن َُةيِواز ُنوَكيَوجس؟١٧  اتَطُْقنو ش؟ز؟ر َةيِوازِل ًَةيِواسُم ج ز
ن؟س؟م؟ح ْيَسَْوق ابُْطق ر؟ش؟ق؟ط١٨  س؟م ُسَْوق ُنوَكَيف
 ش؟ر ِسَْوقل ًَةيِواسُم س؟ن ُسَْوقو ش؟ق ِسَْوقل ًَةيِواسُم
 جرخ دق ّهنلأو .ق؟ط ِسَْوقل ًَةيِواسُم ح؟م ُسَْوق َكِلَذل ُنوَكيَو
؟ب ْيَسَْوق ىَلإ ا ِةَطُْقن ْنِمج س؟ا م؟ا ح؟ا ﱡيِسِق ن؟س؟ح ل؟
 ِن ُنوَكي ن؟ا؟ب ِسَْوق ِبْيَج َىلإ ب؟ل ِسَْوق ِبْيَج َُةبْس ك ًَةفﱠلَؤُم
؟ل ِسَْوق ِبْيَج ىَلإ ل؟ب ِسَْوق ِبْيَج َِةبْسِن ْنِم ج َةبْسِن ْنِمَو
؟ل ِسَْوق ِبْيَج ج ِسَْوق ِبْيَج َىلإج؟ ك ِسَْوق ِبْيَج َةبْسِن ْنِمَو
ج؟ ك ِسَْوق ِبْيَج َىلإك ْثِم َيِھ َُةبْسِنلا ِهَِذھَو ب؟ َِةبْسِنلا ُل
؟ل ِسَْوق ِبْيَج ىَلإ ل؟ب ِسَْوق ِبْيَج َِةبْسِن ْنِم َِةفﱠلَؤُمـلا ج ْنِمَو
 ِسَْوق ِبْيَج َِةبْسِنج؟ ك ِسَْوق ِبْيَج ىَلإك َسَْوق ّنأ َكِلَذو ب؟
ج ِسَْوقل ٌَةيِواسُم ل؟ج؟ ك] ِهَِذھو]/٣٧[و  ُلْثِم َيِھ َُةبْسِنلا
 ْنِم َِةفﱠلَؤُمـلا َِةبْسِنلا  ِسَْوق ِبْيَج ىَلإ ل؟ب ِسَْوق ِبْيَج َِةبْسِن
؟ل ج ِسَْوق ِبْيَج َِةبْسِن ْنِمَوج؟ ك ِسَْوق ِبْيَج ىَلإك َكِلَذو ب؟
 َسَْوق ّنأج ِسَْوقل ٌَةيِواسُم ل؟ج؟ك[١٩  ُلْثِم َيِھ َُةبْسِنلا ِهَِذھو
 َِةبْسِن ْنِم َِةفﱠلَؤُمـلا َِةبْسِنلا ِسَْوق ِبْيَج ىَلإ ح؟ن ِسَْوق ِبْيَج
 َكِلَذكو ح؟م ِسَْوق ِبْيَج ىَلإ س؟م ِسَْوق ِبْيَج َةبْسِن ْنِمَو س؟ن
؟ف ِسَْوق ِبْيَج ََةبْسِن ّنأ ُنﱢَيُبن ًاضْيأ ھ ِسَْوق ِبْيَج ىَلإھ ع؟
 ْنِمَو شر ِسَْوق ِبْيَج ىَلإ ر؟ط ِسَْوق ِبْيَج َِةبْسِن ْنِم ٌَةفﱠلَؤُم
 َبْسِن ّنأ َنﱠَيَبت َْدقَو ق؟ط ِسَْوق ِبْيَج ىَلإ ش؟ق ِسَْوق ِبْيَج ِة
 ر؟ش ش؟ق ق؟ط ﱢيِسِِقل ٌَةيِواسُم س؟ن <س؟م> م؟ح ﱠيِسِق
 ِسَْوق ِبْيَج َىلإ ب؟ل ِسَْوق ِبْيَج َُةبْسِن َكِلَذِل ُنوَكَيفك ب؟
                                                
51 Le texte manuscrit contient ici une longue phrase répétée [Ibn ‘Irāq, MSb, entre le dernier mot du folio 36r et le 
dernier mot de la ligne 2 (folio 37v)]. 
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Sinus de l’arc MH. On montre également que 
le rapport de Sinus de l’arc FE au Sinus de 
l’arc EO est composé du rapport du Sinus de 
l’arc IR au Sinus de l’arc RX et du rapport du 
Sinus de l’arc QX au Sinus de l’arc IQ. Mais 
on a montré que les arcs HM, <MS> et NS 
sont respectivement égaux aux arcs IQ, QX et 
XR. Par suite, le rapport du Sinus de l’arc LB 
au Sinus de l’arc KB est comme le rapport du 
Sinus de l’arc FE au Sinus de l’arc EO. C’est 
ce que nous voulions montrer. » 
 
؟ف ِسَْوق ِبْيَج َِةبْس ِنك ھ ِسَْوق ِبْيَج َىلإھ ام َكِلَذو> ،ع؟
ندرأّنيبن نأ ا.<"
 .يقرش ،نديل ةطوطخم930 ص ،36و37 ؛ظ٢. :اوذ
 ؛وذ٣؛يتللا :يّتلا .٤ ؛امھتدعاق :امھيتدعاق .
. ؛ةمئاق:ِنَْيتمئاق٦ ؛ةدحاو :دحاو .٧ اتطقن :امِھْيَعْلِض .
 ؛ناتسومطم ءايلا فرح٨ :نيّذللا .ناذللا ؛٩. :امِھَْيَتيِواز
 ؛ةسومطم ءاتلاو ءايلا يفرح طاقن١٠. ِنَْيتطيحُمـلا :
نيطحملا ؛١١ ؛نيطحملا :ِنَْيتطيحُمـلا .١٢ ؛وذ:اوذ .١٣ .
 ؛طقن :ةطقن١٤ ؛اننيب :ّاّنيب .١۵ :ش؟ز؟ع .ھ ؛ش؟ز؟١٦ .
؟مج؟ل :س؟ج ؛س؟١٧؟ن .ج؟ب:س؟ج ؛س؟
١٨.؟ش؟ق؟ط :ر؟ش؟ق؟طج ؛١٩ةرّركم ةلمج ..
BIBLIOGRAPHIE 
Sources manuscrites 
IBN HUD, Yūsuf al-Mu’taman, Roi de Saragosse, [XIe S.] Kitāb al-Istikmāl (Le Livre de Complétion 
(Perfection). MS Or. 82 de la Bibliothèque Royale de Copenhague. 
MS d’IBN ‘IRĀQ, Abū Nasr Mansūr, [XIe S.a] Maqāla fī islāh shakl min Kitāb Manālā’ūs fī-l Kurīyyāt 
(Article sur la rectification d’une proposition du livre des Sphériques de Ménélaüs). Patna, MS 
2468, folios 75r-78v. 
— [XIe S.b] Islāh Kitāb Manālā’ūs fī-l Kurīyyāt (Rectification du livre des Sphériques de Ménélaüs), 
Leiden, MS Or 930. 
Sources imprimées 
AL-ANDALUSĪ Sā’id, Ṭabaqāt al-umam (Les Classes des nations), éd. Bū’alwān, Beyrouth, 1985.  
AL-HOUJAIRI, M., L’Encyclopédie d’Ibn Hūd, thèse doctorale (Univ. Paris 7, 2005), vol. I et II. 
AL-QIFTI, Jamāl al-Dīn, Ta’rikh al-hukama’ (Histoire des sages), éd. Julius Lippert, Leipzig, 1908. 
AL-TUSI, Nasīr al-Dīn, Traité du Quadrilatère (Kitāb al-Shakl al-qattā’). Livre attribué à Nasīr al-Dīn al-
Tūsī, traduit (en français) par Alexandre Pacha Caratheodory, Constantinople, 1891 ; réimpr. F. 
Sezgin, coll. Islamic Mathematics and Astronomy, vol. 47, Frankfurt, 1998. 
BELLOSTA, Hélène, Le Traité de Thābit ibn Qurra sur la figure secteur, Arabic Sciences and Philosophy, 
vol. 14 , n° 1, 2004, p. 145-168. Cet article a été repris et augmenté dans : Thābit ibn Qurra – 
Science and Philosophy in Ninth-Century Baghdâd, R. Rashed (éd.), Berlin, 2009, p. 335-390. 
CROZET, Pascal, Thābit ibn Qurra et la composition des rapports, Arabic Sciences and Philosophy, vol. 
14, n° 2, 2004, p. 175-211. Cet article a été repris et augmenté par l’édition et la traduction du 
texte, dans : Thābit ibn Qurra – Science and Philosophy in Ninth-Century Baghdad, R. Rashed 
(éd.), Berlin, 2009, p. 391-535. 
DEBARNOT, Marie-Thérèse, Al-Bīrūnī, Kitāb Maqālīd ‘ilm al-hay’a, La Trigonométrie sphérique chez les 
Arabes de l’Est à la fin du X
e
 siècle, édition et traduction par M.-Th. Debarnot (Damas, 1985). 
—“Trigonometria”, dans Storia della Scienza, vol. III, Istituto della Enciclopedia Italiana (Rome, 2002), 
p. 432-447. 
DJEBBAR, Ahmed, « La rédaction de l’Istikmāl d’al-Mu’taman (XIe s.) par Ibn Sartāq un mathématicien 
des XIII
e
-XIV
e
 siècles », Historia Mathematica, vol. 24, 1997, p. 185-192. 
80  Mohamad Al Houjairi 
EUCLIDE, Les Éléments d’Euclide. Traduction française dans le livre “Les Œuvres d’Euclide”, F. Peyrard, 
Paris 1819 ; nouveau tirage. Paris 1993. 
HOGENDIJK, Jan, “The Geometrical Parts of the Istikmāl of Yūsuf al-Mu’taman ibn Hūd (11th century). 
An Analytical Table of Contents”, Archives internationales d’histoire des sciences, 41, (1991), 
p. 207-281. 
IBN AL-ABBĀR, Muhammad, al-Hulla al-saiyrā’ (Le Costume en soie), éd. Hussain Monés (Le Caire, 
1963), vol. II. 
IBN ‘IRĀQ, Abū Nasr Mansūr, Die Sphärik von Menelaos aus Alexandrien in der Verbesserung von Abū 
Nasr Mansūr B. ‘Alī B. ‘Irāq. Max Krause, coll. Abhandlungen der Gesellschaft der 
Wissenschaften zu Göttingen, Philologish-Historische Klasse, 3e série, n° 17, Berlin, 1936 ; 
réimpr. F. Sezgin, coll. Islamic Mathematics and Astronomy, vol. 37, Frankfurt, 1998. 
IBN MANZŪR, Abū al-Fadl Jamāl al-Dīn Muhammad, Lisān al-’Arab (nouvelle version). Dar Sader 
Publishers, Beirut, 2000-2003. 
RASHED, Roshdi et AL-HOUJAIRI, Mohamad, Sur un théorème de géométrie sphérique : Théodose, 
Ménélaüs, Ibn ‘Irāq et Ibn Hūd, Arabic Sciences and Philosophy, vol. 20, n° 2 (2010), p. 207-
253. 
RASHED, Roshdi, Les Mathématiques infinitésimales du IXe au XIe siècle, vol. I, Londres, 1996. 
— Les Mathématiques infinitésimales du IXe au XIe siècle, vol. V, Londres, 2006. 
SAMSO, Julio, Estudios sobre Abū Nasr Mansūr b. ‘Alī b. ‘Irāq. Barcelona, 1969. 
THEODOSE, Les Sphériques de Théodose de Tripoli. Trad. Paul Ver Eecke, Paris, 1959. 
WITKAM, Jan Just, De egyptische Arts Ibn al-Akfāni, (Leiden, 1989). 
